Mehanika

L. D. Landau in E. M. Lifsic
Prevod: R. Zitko



Kazalo

1 Enacbe gibanja 4
1 PosploSene koordinate . . . . . .. ... ... 4
2 Nacelo najmanjse akcije . . . . . .. ... L L L 5
3 Galilejevo nacelo relativnosti . . . . . . .. ... 7
4 Lagrangeva funkcija prostega delca . . . . . . . ... ... ... ... ... 8
5 Lagrangeva funkcija sistema delcev . . . . . .. ... ... ... ... 10
2 Ohranitveni zakoni 15
6 Energija . . . . . . oL 15
7 Gibalna koliGina . . . . . . . . . . .. 16
8 TeziSCe . . . . . . e 18
9 Vrtilna koli¢ina . . . . . . . . . . .. 20
10  Mehanska podobnost . . . . . . ... 23
3 Integriranje enacb gibanja 26
11  Gibanje v eni dimenziji . . . . . . . . ... 26
12 Dolocanje potencialne energije iz nihajnega ¢asa . . . . . . . .. .. .. ... 28
13 Reduciranamasa . . . . . . . . . . ... e e e e 29
14 Gibanje v centralno simetriénem polju . . . . . . . ... ... 30
15  Keplerjev problem . . . . . .. 35
4 Trki med delci 41
16 Razpaddelcev . . . . . . . e 41
17  Elasticéni trki . . . . . . . L 44
18  Sipanje. . . . . . L e 47
19  Rutherfordova formula . . . . . . . ... o oo 52
20 Sipanje za majhen kot . . . . .. .. ... 54
5 Majhna nihanja 56
21  Prosto nihanje v eni dimenziji . . . . . . . . ... ... L. 56
22 Vsiljeno nihanje . . . . . ..o 59
23 Nihanje sistema z ve¢ prostostnimi stopnjami . . . . . ... ... ... .. .. 64
24 Nihanje molekul . . . . . . . . . ... . 68
25  Duseno nihanje . . . . . . . Lo 72
26 Vsiljeno nihanje ob prisotnosti trenja . . . . . . . ... ... .. L. 75
27 Parametricna resonanca . . . . . .. ... e 77
28 Neharmoni¢no nihanje . . . . . . .. .. Lo Lo 81



29
30

KAZALO

Resonanca pri nelinearnem nihanju . . . . . .. ... ... o000
Gibanje v hitro nihajo¢em polju . . . . . . ... L L L Lo

Gibanje togega telesa

31
32
33
34
35
36
37
38
39

Kotna hitrost . . . . . . . . . . . e
Vztrajnostni tenzor . . . . . . . .. oL
Vrtilna koli¢ina togega telesa . . . . . . . . . . . .. ... .. ... ..
Gibalne enacbe za togo telo . . . . . . . . ... o
Eulerjevi koti . . . . . . . oL
Eulerjeve enacbe . . . . . .. .. L Lo
Nesimetricna vrtavka . . . . . . . . . .. ..
Toga telesa, ki se dotikajo . . . . . . . . . . ...
Gibanje v neinercialnem opazovalnem sistemu . . . . . . . ... ..o

Kanonske enacbe

40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
o1
52

Hamiltonove enacbe . . . . . . . . . ..
Routhova funkcija . . . . . . .. L oo
Poissonovi oklepaji . . . . . . . .. L
Akcija kot funkcija koordinat . . . . ... ... L
Maupertuisovo nacelo . . . . . . . ...
Kanonske transformacije . . . . . . . . . ... Lo o
Liouvillov izrek . . . . . . . . . . . e
Hamilton-Jacobijeve enacbe . . . . . . . . . .. ..o
Separacija spremenljivk . . . ..o oo
Adiabatne invariante . . . . . . . . .. ...
Kanonske spremenljivke . . . . . . . ... ... ... o
Natanc¢nost ohranjanja adiabatne invariante . . . . . . . . .. ... ... ...
Pogojno periodi¢no gibanje . . . . . .. ...

84
88

91

91

93
101
103
105
109
110
115
120

Mehanika, v. 1



Poglavje 1

Enacbe gibanja

§1 Posplosene koordinate

Pojem delca je eden izmed osnovnih pojmov mehanike. Delec je telo, katerega razseznost
lahko zanemarimo pri opisu njegovega gibanja. To lahko storimo le, ¢e obravnavana naloga
dopusca taksno poenostavitev. Planete lahko, na primer, opiSemo kot delce, kadar obrav-
navamo njihovo gibanje okoli Sonca, tega pa ne moremo storiti, kadar obravnavamo vrtenje
okoli njihovih lastnih osi.

Polozaj delca dolo¢imo z njegovim krajevnim vektorjem r, katerega komponente so kar-
tezi¢ne koordinate z, y in z. Odvod v = dr/dt krajevnega vektorja r po ¢asu ¢t imenujemo
hitrost delca, drugi odvod d?r/dt? pa pospesek delca. Kot obi¢ajno bomo v nadaljevanju
odvajanje po ¢asu oznacevali s piko nad simbolom, na primer v = r.

Polozaje delcev v sistemu N delcev dolo¢imo z N krajevnimi vektorji, torej s 3N koor-
dinatami. Stevilo neodvisnih koli¢in, s katerimi enoli¢no dolo¢imo polozaje vseh delcev v
sistemu, imenujemo Stevilo prostostnih stopenj. V naSem primeru jih je 3N. Te koli¢ine
niso nujno kartezi¢ne koordinate delcev. V nekaterih nalogah je uporaba drugacnih koordinat
bolj ustrezna. Poljubnih s koli¢in ¢, qo, ..., qs, ki popolnoma doloc¢ijo polozaje vseh delcev
sistema z s prostostnimi stopnjami, imenujemo posploSene koordinate sistema, odvode teh
koli¢in ¢; pa imenujemo posplosene hitrosti.

Tudi ¢e poznamo vrednosti vseh posploSenih koordinat, “mehansko stanje” sistema v
danem trenutku Se ni povsem dolo¢eno, da bi lahko predvideli polozaje delcev ob kasnejsem
casu. Pri danih vrednostih koordinat so hitrosti Se vedno poljubne, te pa vplivajo na polozaj
delcev po infinitezimalno kratkem casu dt.

Ce sotasno poznamo vse koordinate in hitrosti, potem iz izkusenj vemo, da je stanje
sistema popolnoma doloc¢eno in da lahko njegovo gibanje vsaj na¢eloma izracunamo. V jeziku
matematike to pomeni, da ¢e poznamo koordinate ¢ in hitrosti ¢ v danem trenutku, potem
so enoli¢no doloceni tudi pospeski ¢ v tem istem trenutku. *

Povezava med pospeski, hitrostmi in koordinatami so gibalne enacbe. To so diferencialne
enacbe drugega reda funkcij ¢(t), ki jih vsaj naceloma lahko integriramo in tako dolo¢imo
gibanje delcev.

*Zaradi krajSega pisanja se bomo pogosto drzali dogovora, da s ¢ oznacujemo mnozico vseh koordinat
q1,q2,---,4s, S ¢ pa mnozico vseh hitrosti.
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§2 Nacelo najmanjse akcije

Najbolj splosna formulacija zakona gibanja mehanskih sistemov je nacelo najmanjse akcije ali
Hamiltonovo nacelo. Po tem nacelu lahko vsak mehanski sistem opiSemo z dolo¢eno funkcijo
L(q1,92,---,9s,G1,G2, - - -, s, t), ali krajse L(q,q,t), sistem pa se giblje tako, da je izpolnjen
dolocen pogoj.
Ob ¢asih ¢; in tp naj bo polozaj sistema dolocen z dvema skupinama koordinat ¢(*) in
¢?. Tedaj je iskani pogoj, da se sistem giblje med tema polozajema tako, da je integral
to

S= | Liggt)dt (2.1)

t1

*  Funkcijo L imenujemo Lagrangeva funkcija obravnavanega sistema, inte-

minimalen.
gral (2.1) pa imenujemo akcija.

Lagrangeva funkcija je odvisna le od ¢ in ¢, ne pa tudi od visjih odvodov ¢, ¢ itd. To je v
skladu z ugotovitvijo, da je mehansko stanje sistema povsem dolo¢eno, ¢e poznamo vrednosti
vseh koordinat in hitrosti.

Pois¢imo diferencialne enacbe, s katerimi resimo nalogo minimizacije integrala (2.1). Za
vecjo nazornost bomo najprej predpostavili, da ima sistem eno samo prostostno stopnjo, tako
da moramo dolo¢iti eno samo funkcijo ¢(t).

Naj bo ¢ = ¢(t) funkcija, za katero S doseze najmanjSo vrednost. To pomeni, da je S

vecji, ¢e ga namesto s funkcijo ¢(t) izra¢unamo s funkcijo

q(t) + dq(t), (2.2)

kjer je dq(t) funkcija, ki je majhna na celotnem ¢asovnem intervalu od ¢; do to. Funkcijo dq(t)
imenujemo variacija funkcije ¢(t). Ker morajo funkcije (2.2) ob ¢asih t = ¢1 in ¢t = to zavzeti
vrednosti ¢V oziroma ¢, sledi

(5q(t1) = 5q(t2) =0. (2.3)

Ko ¢ nadomestimo z g + dq se S spremeni za,

t2

to
/ L(q+ 54, + 64, £) dt — / L(g,d,)dt.
t

1 t1

Ce to razliko razvijemo po potencah dq in §¢ pod integralom, so vodilni éleni prvega reda.
Ce naj ima S minimum T, morajo biti ti ¢leni (imenovani prva variacija ali samo variacija
integrala) enaki ni¢. To je potreben pogoj. Nacelo najmanjse akcije lahko torej zapisemo v
obliki

to
5S=0 | L(gdt)dt=0, (2.4)

t1

ali, ¢e variacijo dejansko izracunamo,

t2 /9L oL )
—Z5q+ ==68¢ ) dt = 0.
/tl (8(1 1 a4 1

*Povedati moramo, da taksna formulacija nacela najmanjse akcije ne velja vedno za celotno pot sistema,
temvec le za zadosti kratke odseke. Integral (2.1) po celotni poti mora imeti ekstrem, ki pa ni nujno minimum.
To pa ni pomembno pri izpeljevanju enacb gibanja, kjer upostevamo le obstoj ekstrema.

tAli, v splosnem, ekstrem.
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6 ENACBE GIBANJA 2

Integriramo po delih in upostevamo, da je 6¢ = ddg/ dt. Dobimo

oL 1% t2 /9L  d OL
_ | 9% o _ 2 Y9 =0. 2.
58 [8q5q]tl+/tl (8(] dt8q>5th 0 (2.5)

Zaradi pogojev (2.3) je prvi¢ ¢len v (2.5) enak ni¢. Ostane le integral, ki mora biti enak
nic¢ za poljubno funkcijo dg. To je mozno le, ¢e je integrand identi¢no enak ni¢. Sledi torej

d [OL oL 0
dt \ 9q dqg
Ce ima sistem ve¢ kot le eno prostostno stopnjo, moramo s razliénih funkcij qi(t) neodvisno
variirati v skladu z na¢elom najmanjse akcije. Tako dobimo s enacb oblike

d /0L oL
— == ) - = L =1,2,...,59). 2.
G (55) - e =0 =12 (2:6)

To so iskane diferencialne enacbe, ki jih v mehaniki imenujemo Lagrangeve enacbe. * Ce
je Lagrangeva funkcija za obravnavani mehanski sistem poznana, potem enacbe (2.6) izrazajo
povezavo med pospeski, hitrostmi in koordinatami. Lagrangeve enacbe so torej enacbe gibanja
sistema.

Enacbe (2.6) tvorijo sistem s diferencialnih enacb drugega reda z s neznanimi funkcijami
qi(t). Splosna resitev vsebuje 2s poljubnih konstant. Gibanje sistema lahko enoli¢no dolo¢imo,
¢e poiscemo te konstante, v ta namen pa moramo poznati zacetne pogoje, ki opisujejo stanje
sistema v nekem danem trenutku. To so lahko, na primer, za¢etne vrednosti koordinat in
hitrosti.

Naj bo mehanski sistem sestavljen iz dveh delov, A in B, ki bi imela Lagrangevi funkciji
L4 in Lp, ¢e bi bila med seboj lo¢ena. V limiti, ko postane razdalja med deloma tako velika,
da lahko zanemarimo medsebojne interakcije, postane Lagrangeva funkcija celotnega sistema

imL =Ly + Lp. (2.7)

Aditivnost Lagrangeve funkcije izraza dejstvo, da gibalne enacbe enega izmed dveh neintera-
girajo¢ih delov ne more vsebovati koli¢in, ki se nanasajo na drugi del.

Ocitno je, da mnozenje Lagrangeve funkcije mehanskega sistema s poljubno konstanto
nima ucinka na gibalne enacbe. Iz tega bi sledila — vsaj na prvi pogled — pomembna lastnost
nedolocenosti: Lagrangeve funkcije razlicnih izoliranih mehanskih sistemov lahko pomnozimo
z razli¢nimi poljubnimi konstantami. Lastnost aditivnosti pa to nedoloc¢enost odpravi, ker je
dovoljeno le socasno mnozenje Lagrangevih funkcij vseh sistemov z enako konstanto. Merska
enota, s katero izrazamo Lagrangevo funkcijo, je poljubna. O tem bo ve¢ govora v razdelku 4.

Omenimo $e eno splosno lastnost. Imejmo dve funkeiji L'(q, ¢,t) in L(q, ¢,t), ki se razli-
kujeta za totalni odvod po ¢asu neke funkcije f(g,t) koordinat in ¢asa:

L(a.d0) = La, 1) + 5 7(a.1). 2.8)

Za integrale (2.1), izracunane s tema funkcijama, velja

to t2 to df
= [ Vaana= [ Lednds [ a=ss i@ - 1600,
t1 t1 t1

*V variacijskem ra¢unu jih imenujemo Eulerjeve enacbe za doloc¢anje ekstremov integrala oblike (2.1).

Mehanika, v. 1



3 GALILEJEVO NACELO RELATIVNOSTI 7

kar pomeni, da se razlikujeta za koli¢ino, katere variacija je enaka ni¢. Pogoja 65’ = 0 in
0S = 0 sta tedaj ekvivalentna in oblika gibalnih ena¢b se ne spremeni. Zato je Lagrangeva
funkcija dolocena le do aditivnega totalnega odvoda po ¢asu poljubne funkcije koordinat in
casa natancno.

§3 Galilejevo nacelo relativnosti

Pri obravnavi mehanskih pojavov si moramo izbrati opazovalni sistem. Zakoni gibanja so v
splosnem razliéni v razliénih opazovalnih sistemih. Ce si izberemo ¢isto poljuben opazovalni
sistem, se kaj lahko zgodi, da postanejo zelo kompleksni celo zakoni gibanja, ki opisujejo
enostavne pojave. Zato je pomembno, da poiS¢emo opazovalni sistem, v katerem imajo zakoni
mehanike najenostavnej$o mozno obliko.

V poljubnem opazovalnem sistemu bi bil prostor nehomogen in anizotropen. Tudi ¢e
telo ne bi interagiralo z nobenim drugim telesom, razli¢ni polozaji in usmerjenosti telesa v
prostoru ne bi bili ekvivalentni. Nehomogen bi v splosnem bil tudi ¢as; razliéni trenutki
ne bi bili ekvivalentni. Taksne lastnosti prostora in ¢asa bi seveda otezile opis mehanskih
pojavov. Prosto telo (torej telo, na katerega ne deluje nobena sila), na primer, ne bi moglo
ostati na mestu: tudi ¢e bi bila njegova hitrost v nekem trenutku enaka ni¢, bi se telo lahko
v naslednjem trenutku zacelo premikati.

Vemo pa, da lahko vedno najdemo opazovalni sistem, v katerem je prostor homogen in
izotropen, ¢as pa homogen. Taksen opazovalni sistem se imenuje inercialni opazovalni sistem.
V taksnem oprazovalnem sistemu bi prosto telo, ki je ob nekem trenutku pri miru, za vedno
ostalo pri miru.

Iz tega lahko izpeljemo nekaj sklepov o obliki Lagrangeve funkcije za prosto telo, ki se giblje
v inercialnem opazovalnem sistemu. Iz homogenosti prostora in casa sledi, da Lagrangeva
funkcija ne more eksplicitno vsebovati niti krajevnega vektorja r, niti ¢asa t, torej je funkcija
L odvisna izkljuéno od hitrosti v. Ker je prostor izotropen, Lagrangeva funkcija ne more
biti odvisna od smeri v, temvec le od magnitude vektorja; L je torej funkcija spremenljivke
vZ =%

L = L(v?). (3.1)

Ker Lagrangeva funkcija ni odvisna od r, imamo 0L/dr = 0, Lagrangeva enacba pa se

zapise *
d
d oLy _
dt \ Ov

Odvod OL/0v je konstanten. Ker je OL/0v funkcija izkljuéno hitrosti, mora tedaj veljati
v = konstanta. (3.2)

Ugotovimo, da se v inercialnem opazovalnem sistemu prosto telo giblje s hitrostjo, ki je
konstantna po velikosti in po smeri. To je zakon inercijskega gibanja.

Ce si poleg inercialnega opazovalnega sistema zamislimo $e opazovalni sistem, ki se enako-
merno premoc¢rtno giblje glede na inercialnega, potem se bo zakon o prostem gibanju v novem
opazovalnem sistemu zapisal enako kot v starem: pri prostem gibanju je hitrost konstantna.

*QOdvod skalarne koli¢ine po vektorju a je po definiciji vektor, katerega komponente so enake odvodom
skalarja po ustreznih komponentah vektorja a.

Mehanika, v. 1



8 ENACBE GIBANJA 4

Poizkusi so pokazali ne le, da so zakoni gibanja enaki v obeh opazovalnih sistemih, temvec
tudi, da sta oba opazovalna sistema povsem ekvivalentna z vseh vidikov mehanike. Obstaja
torej neskonéno veliko inercialnih opazovalnih sistemov, ki se gibljejo enakomerno premocrtno
eden glede na drugega. V vseh teh opazovalnih sistemih imata prostor in ¢as enake lastnosti,
enaki pa so tudi vsi zakoni mehanike. To je Galilejevo nacelo relativnosti, eno izmed klju¢nih
nacel mehanike.

Inercialni opazovalni sistemi imajo posebne lastnosti, zaradi katerih jih skoraj vedno upo-
rabljamo pri obravnavi mehanskih pojavov. V nadaljevanju bomo uporabljali izklju¢no iner-
cialne opazovalne sisteme, razen kadar bo eksplicitno govora o splosnih opazovalnih sistemih.

Popolna mehanska ekvivalentnost neskonénega Stevila inercialnih opazovalnih sistemov
pomeni tudi, da ni “absolutnega” opazovalnega sistema, ki bi imel prednost pred ostalimi.

Koordinati r in r’ dane tocke v dveh razliénih opazovalnih sistemih K in K’, kjer se drugi
giblje s hitrostjo V' glede na prvega, sta povezani z

r=r'+ V¢t (3.3)
Privzeli smo Ze, da je ¢as enak v obeh opazovalnih sistemih:

t=t. (3.4)
Privzetek, da je cas absoluten, je eden temeljev klasi¢cne mehanike. *
Enacbi (3.3) in (3.4) imenujemo Galilejeva transformacija. Galilejevo nacelo relativnosti
lahko formuliramo s trditvijo, da so gibalne enacbe v mehaniki invariantne na Galilejeve
transformacije.

§4 Lagrangeva funkcija prostega delca

Sedaj bomo poiskali obliko Lagrangeve funkcije. Najprej si bomo ogledali najenostavnejsi
primer: prosti delec v inercialnem opazovalnem sistemu. Ugotovili smo Ze, da je Lagrangeva
funkcija v tem primeru odvisna samo od kvadrata hitrosti. Odvisnost bomo poiskali s pomocjo
Galilejevega nacela relativnosti. Ce se inercialni opazovalni sistem K premika z infinitezimalno
hitrostjo € glede na drug inercialni opazovalni sistem K’, potem je v = v'+e€. Ker morajo imeti
gibalne enacbe enako obliko v vseh opazovalnih sistemih, mora ta transformacija spremeniti
Lagrangevo funkcijo L(v?) v funkcijo L', ki se sme od L(v?) razlikovati kveéjemu za totalni
odvod funkcije koordinat in ¢asa (glej konec 2).

Imamo L' = L(v'?) = L(v?+2v- €+ €?). Izraz razvijemo po potencah € in obdrzimo ¢lene
do prvega reda. Dobimo

oL
L(v?) = L(v*) + W2v ‘€.

Drugi ¢len na desni strani enacbe je totalni odvod po ¢asu le v primeru, ko je linearna funkcija

hitrosti v. Zato mora biti L/0v? neodvisen od hitrosti. Z drugimi besedami, Lagrangeva

funkcija je sorazmerna s kvadratom hitrosti. Zapisemo jo
L

L = —mv~.

5 (4.1)

*Ta privzetek ne velja ve¢ dobro v relativisti¢ni mehaniki.

Mehanika, v. 1



5 LAGRANGEVA FUNKCIJA PROSTEGA DELCA 9

Ker je Lagrangeva funkcija skladna z Galilejevim nacelom relativnosti za infinitezimalno
relativno hitrost, mora biti invariantna tudi za konéno relativno hitrost V med opazovalnima
sistemoma K in K’. Res je

1 .

1 1 1
L' = gmv’ = §m(v +V):= §mv2 +mv-V+ §mV27

ali
1
L' =L+4d(mr -V + 5mv%)/ dt.

Drugi ¢len je totalni odvod po ¢asu in ga lahko zavrzemo.

Koli¢ina m, ki se pojavlja v Lagrangevi funkciji (4.1) za prosti delec, se imenuje masa
delca. Lastnost aditivnosti Lagrangevih funkcij nam da za sistem delcev, ki med seboj ne
interagirajo, *

1
L= Z §mavg. (4.2)

Poudariti moramo, da ta nacin vpeljave mase dobi smisel le upostevajo¢ lastnost aditiv-
nosti. Kot omenjeno v 2, lahko Lagrangevo funkcijo vedno pomnozimo s poljubno konstanto,
ne da bi s tem spremenili gibalne ena¢be. Ce s konstanto pomnozimo funkcijo (4.2), s tem
samo spremenimo enoto za maso; razmerja mas razlicnih delcev se ne spremenijo in ravno

razmerja mas imajo fizikalen pomen.
Hitro vidimo, da masa delca ne more biti negativna. Po nacelu najmanjse akcije ima

integral
21
5':/ —mo? dt
1 2

minimum na dejanski poti delca v prostoru od tocke 1 do tocke 2. Ce bi masa bila negativna,
bi lahko bila akcija poljubno majhna pri gibanju, pri katerem bi delec hitro zapustil toc¢ko 1
in se hitro priblizal tocki 2, in minimum ne bi obstajal. '

Vredno je omeniti, da je

v? = (di/dt)? = (dI)?/(dt)% (4.3)

Ko is¢emo zapis Lagrangeve funkcije v izbranem koordinatnem sistemu, zadostuje, da pois¢emo
kvadrat diferenciala lo¢ne dolzine. V kartezi¢nih koordinatah je na primer dI? = da?+ dy?+
dz?, tako da je

1
L= §m(:t2 + 9% 4 2%). (4.4)

V cilindriénih koordinatah je di? = dr? + r?d¢? + dz? in dobimo
1 :
L= im(f2 +r2¢? + 7). (4.5)
V sferi¢nih koordinatah je di? = dr? + r2d#? 4 r2sin?  d¢? in dobimo

L= %m(?’”2 +1r20% 4 r2¢* sin? 0). (4.6)

*Indekse a, b, ¢, ... bomo uporabljali za oznacevanje delcev, indekse i, k, 1, ... pa za oznacevanje koordinat.
"Na ta dokaz ne vpliva to, kar smo omenili v prvi opombi v § 2; e bi veljalo m < 0, integral ne bi imel
minimuma niti na kratkih odsekih poti.

Mehanika, v. 1



10 ENACBE GIBANJA 5

§5 Lagrangeva funkcija sistema delcev

Obravnavajmo sistem delcev, ki interagirajo med seboj, ne pa tudi z drugimi telesi. TakSnemu
sistemu re¢emo izoliran ali zaprt sistem delcev. lIzkaze se, da lahko interakcijo med delci
opisemo z dodatnim ¢lenom v Lagrangevi funkciji za neinteragirajoce delce (4.2). Dodatni
¢len je funkcija koordinat delcev in je odvisen od vrste interakcije. * Ce oznacimo to funkcijo
z —U, dobimo

1
Lzzimavg—U(rl,rg,...), (5.1)

kjer je r, krajevni vektor a-tega delca. To je splosna oblika Lagrangeve funkcije za izoliran
sistem. Vsoto T = Z%mavg imenujemo kineticna energija, U pa je potencialna energija
sistema. Pomen teh imen bomo obrazlozili v 6.

Dejstvo, da je potencialna energija odvisna samo od polozajev delcev ob danem trenutku,
pomeni, da sprememba polozaja poljubnega delca takoj vpliva na ostale delce. Recemo lahko,
da je interakcija hipna. Interakcije v klasi¢ni mehaniki morajo biti hipne zaradi osnovnih pred-
postavk mehanike: absolutnosti ¢asa in Galilejevega nacela relativnosti. Ce bi se interakcije
girile s kon¢no hitrostjo, bi hitrosti bile razlicne v razlicnih opazovalnih sistemih, ki bi se
gibali s konénimi hitrostmi eden glede na drugega. Vzrok tega je absolutnost ¢asa, zaradi
katere obic¢ajni zakon za seStevanje hitrosti velja za vse pojave. Sledilo bi, da bi bili zakoni
gibanja interagirajocih teles razli¢ni v razli¢nih inercialnih opazovalnih sistemih, to pa bi bilo
v nasprotju z nacelom relativnosti.

V razdelku 3 je bilo govora samo o homogenosti ¢asa. Oblika Lagrangeve funkcije (5.1)
pa kaze, da je ¢as ne le homogen, temve¢ tudi izotropen. Lastnosti ¢asa so enake tako v smeri
naprej, kot tudi v smeri nazaj v ¢asu. Ce t nadomestimo z —t, Lagrangeva funkcija ostane
enaka, prav tako pa tudi gibalne enacbe. 7 drugimi besedami, ¢e je mozno neko gibanje
sistema, potem je mozno tudi obratno gibanje, to je gibanje, pri katerem gre sistem skozi
enaka stanja v obratnem vrstnem redu. V tem smislu so vsa gibanja, ki jih opisuje klasi¢na
mehanika, reverzibilna.

Iz poznane Lagrangeve funkcije izpeljemo gibalne enacbe:

d oL 0L
Vstavimo (5.1) in dobimo
medv,/dt = —0U/0r,,. (5.3)

Gibalne enacbe v tej obliki se imenujejo Newtonove enacbe in so osnova mehanike sistema
interagirajocCih delcev. Vektor
F = -0U/0r,, (5.4)

ki stoji na desni strani enacbe (5.3), se imenuje sila na a-ti delec. Tako kot U je tudi sila
odvisna samo od polozajev delcev, ne pa tudi od njihovih hitrosti. Enacba (5.3) pove, da so
vektorji pospeska odvisni samo od koordinat delcev.

Potencialna energija je dolocena do aditivne konstante natanc¢no. Ta konstanta nima
ucinka na gibalne enac¢be. To je poseben primer ne-enoli¢nosti Lagrangeve funkcije, o ¢emer
je bilo govora na koncu razdelka 2. Najbolj primerna in najbolj obicajna izbira te konstante
je taksna, da gre potencialna energija k 0, ko gredo razdalje med delci proti neskonénosti.

*Ta trditev velja le v klasi¢ni mehaniki. Relativisticne mehanike v tej knjigi ne obravnavamo.

Mehanika, v. 1



5 LAGRANGEVA FUNKCIJA SISTEMA DELCEV 11

Ce za opis gibanja uporabimo poljubne posplosene koordinate ¢; namesto kartezi¢nih, so
potrebne naslednje transformacije, da dobimo novo Lagrangevo funkcijo:

of

ik, etc
oqr

Lo = fa(qlqua” . 7QS)7 i.a, = Z
k

Ce vstavimo te izraze v funkcijo L = 3 3" mq(#2 + 92 + 22) — U, dobimo Lagrangevo funkcijo

oblike .
L= > ain(@)didr — Ulq), (5.5)
i,k
kjer so funkcije a; ; odvisne samo od koordinat. Kineticna energija, zapisana s posplosenimi
koordinatami, je Se vedno kvadrati¢na funkcija hitrosti, vendar je sedaj lahko odvisna tudi
od koordinat.

Do tu smo govorili o izoliranih sistemih. Oglejmo si sedaj sistem A, ki ni izoliran, in
ki interagira s sistemom B, ki si giblje po neki dani poti. V takSnem primeru re¢emo, da
se sistem A giblje v danem zunanjem polju (ki ga povzroca sistem B). Ker dobimo gibalne
enacbe s pomocjo nacela najmanjse akcije tako, da neodvisno variiramo vsako koordinato (kot
da bi ostale bile dane koli¢ine), lahko poiséemo Lagrangevo funkcijo L4 sistema A s pomocjo
Lagrangeve funkcije L za celotni sistem A + B, koordinate gp pa nadomestimo s podanimi
funkcijami casa.

Pod predpostavko, da je sistem A + B izoliran, imamo L = T4(qa,qa) + TB(¢B,dB) —
U(qa,qB)- Prva ¢lena sta kineti¢ni energiji sistemov A in B, tretji ¢len pa je skupna potenci-
alna energija. Ce ¢g nadomestimo s podanimi funkcijami ¢asa in izpustimo ¢len T' lqB(t), qB(t)],
ki je odvisen samo od Casa in je zato totalni odvod po ¢asu neke funkcije, dobimo L4 =
Ta(qa,qa)—Ulga, gs(t)]. Gibanje sistema v zunanjem polju zato opiSemo z obi¢ajno Lagran-
gevo funkcijo z edino razliko, da je sedaj lahko potencialna energija eksplicitno odvisna od
casa.

Ko se, na primer, en delec giblje v zunanjem polju, je splosna oblika Lagrangeve funkcije

1
L= §mv2 —U(r,t), (5.6)
gibalna enacba pa je
mv = —9U/0r. (5.7)

Polje, ki ustvari isto silo F na delec v vsaki tocki polji, imenujemo homogeno polje.
Potencialna energija taksnega polja je

Za konec Se pripomba o uporabi Lagrangevih enach. Pogosto imamo opravka z mehan-
skimi sistemi, v katerih telesa med seboj interagirajo zaradi mehanskih vezi. Vezi so omejitve
relativnih polozajev delov sistema, ki jih dobimo zaradi uporabe drogov, zic, tec¢ajev, zgibov
itd. Med gibanjem teles prihaja v tem primeru do trenja na mestih, kjer se telesa dotikajo, in
naloga v splosnem ne spada ve¢ izkljutno na podroc¢je mehanike (glej razdelek 25). Pogosto
pa je trenje tako majhno, da ne vpliva na gibanje. Ce so poleg tega mase sestavnih delov, ki
omejujejo gibanje, zanemarljive, je edini uc¢inek vezi to, da postane Stevilo prostostnih stopenj
sistema manjse od 3N. Gibanje telesa ponovno dobimo s pomoc¢jo Lagrangeve funkcije (5.5),

Mehanika, v. 1



12 ENACBE GIBANJA 5

Ce si izberemo natanko toliko neodvisnih posploSenih koordinat, kot je dejanskih prostostnih
stopenj v sistemu.

NALOGE

Poisci Lagrangeve funkcije za naslednje sisteme, ki se vsi nahajajo v teznostnem polju

(pospesek g).
NALOGA 1. Ravninsko dvojno nihalo (slika 1).

Slika 1:

Resitev: Kot koordinati si izberemo kota ¢; in ¢2, pod katerima lezita vrvici dolzin [y in Iy glede
na navpicno os. Za delec z maso m; tedaj velja T} = %m1112¢32, U = —mqgly cos¢y. Kineticno
energijo drugega delca pois¢emo tako, da izrazimo njegovi karteziéni koordinati xa, ya (izhodisce lezi
v tocki, kjer je nihalo pripeto, os y pa je usmerjena navpi¢no navzdol) s kotoma ¢; in ¢o: x9 =
l1sin @1 + lg sin ¢o, Yo = 1 cos @1 + I3 cos ¢po. Od tod dobimo

1 . .
Ty = §m2(fﬂ§ +93)

1 . ) o
= §m2[l12¢? + 12203 + 21115 cos(p1 — Pa) b1 a).
Konéno dobimo

1 . 1 . -
L= §(m1 +mo)li 47 + §m2122¢§ + malilag1 2 cos(Pp1 — ¢2) + (my + ma)gli cos 1 4+ magls cos ¢o.

NALOGA 2. Preprosto nihalo z maso ms, obeSeno na maso my, ki se lahko giblje po vodoravni ¢rti.
Ta ¢rta lezi v isti ravnini, v kateri se giba mq (slika 2).
Resitev: S koordinato x mase m; in s kotom ¢ med vrvico in navpi¢no ¢érto lahko zapisemo

1 1 . .
L= §(m1 + my)d? + §m2(12¢2 + 2l2¢ cos @) + magl cos ¢.

NALOGA 3. Preprosto nihalo z maso m s pritrdiséem, ki se (a) giba enakomerno po navpi¢nem
krogu s konstantno frekvenco v (slika 3), (b) niha vodoravno v ravnini gibanja nihala po predpisu
x = acost, (¢) niha navpiéno po predpisu y = a cos~t.

Resitev: (a) Koordinati mase m sta x = acos~yt+Isin ¢, y = —asin~yt + [ cos ¢. Lagrangeva funkcija
je

1 . .
L= iml2¢2 + mlay? sin(é — yt)¢ + mgl cos ¢;
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Slika 2:

Mehanika, v. 1



14 ENACBE GIBANJA 5

¢lene, ki so odvisni samo od ¢asa, smo izpustili, prav tako tudi totalni ¢asovni odvod koli¢ine mlay cos(p—

~t).
(b) Koordinati tocke m sta © = acos~yt+Isin¢ in y = I cos ¢. Lagrangeva funkcija (iz katere smo

izpustili totalne odvode) se glasi
L oo 2 :
L= §ml o~ + mlavy~ cosytsin ¢ + mgl cos ¢.
(¢) Podobno dobimo

1 .
L= iml2¢>2 + mlay? cos vt cos ¢ + mgl cos ¢.

NALOGA 4. Sistem, prikazan na sliki 4. Delec my se lahko premika po navpi¢ni osi, celotni sistem
pa se vrti okoli te osi s konstantno kotno hitrostjo €.

A
a l—"\ &
)
m; m;
a a
m;
Slika 4:

Resitev: Naj bo 6 kot med eno izmed palic a in navpic¢nico, kot ¢ pa kot, za katerega je sistem zasukan
okoli te iste osi; ¢ = Q. Za infinitezimalen premik vsakega delca m; velja di? = a?d#? + a?sin? 0 d¢?.
Razdalja od pritrdiséa A do mase mso je 2acos@, od koder dobimo dls = —2asinfdf. Lagrangeva
funkcija sistema je

L = m1a®(0? + Q%sin® 0) + 2m4a?6% sin? 0 + 2(my 4+ my)ga cos 6.
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Ohranitveni zakoni

§6 Energija

Koli¢ine ¢; in ¢; (i = 1,2,...,5s), ki dolo¢ajo stanje sistema, se med gibanjem sistema spre-
minjajo s casom. Obstajajo pa funkcije teh koli¢in, katerih vrednost se med gibanjem ne
spreminjajo, in so odvisne le od zacetnih pogojev. Taksne funkcije imenujemo integrali giba-
nja.

Stevilo med seboj neodvisnih integralov gibanja izoliranega mehanskega sistema z s pro-
stostnimi stopnjami je 2s — 1. To lahko dokazemo na preprost nacin. SploSna resitev
enacb gibanja vsebuje 2s prostih konstant (glej razpravo, ki sledi enacbi (2.6)). Ker gi-
balne enacbe izoliranega sistema ne vsebujejo Casa eksplicitno, lahko izhodis¢e za merjenje
Casa izberemo poljubno, tako da si za eno izmed prostih konstant v resitvi naloge izberemo
aditivno konstanto to v ¢asu. Ce izlo¢imo ¢ + to iz 2s funkeij ¢; = qi(t +to,C1,C4, ..., Cos_1)
in ¢; = ¢;(t +to,C1,Co,...,Cos_1), lahko 2s — 1 prostih konstant Cy,Cy, ..., Cas_1 zapiSemo
kot funkcije spremenljivk ¢ in ¢, te funkcije pa so integrali gibanja, saj niso odvisne od casa.

Pomen integralov gibanja v mehaniki je raznolik. Konstantnost nekaterih ima globok
pomen, saj izvira iz osnovnih lastnosti prostora in ¢asa, homogenosti in izotropnosti. Koli¢ine,
ki jih predstavljajo ti integrali gibanja, se ohranjajo in imajo pomembno lastnost aditivnosti.
Ohranjene koli¢ine sistema, ki je sestavljen iz razlicnih delov, ki med seboj ne interagirajo, so
vsote teh koli¢in za posamezne dele.

Ohranjene koli¢ine igrajo posebno vlogo v mehaniki ravno zaradi aditivnosti. Naj dve
telesi za kratek ¢as med seboj interagirata. Ker je vsak izmed aditivnih integralov gibanja
celotnega sistema tako pred kot po interakciji enak vsoti vrednosti za vsako telo vzeto posebej,
lahko pridemo do vec splosnih zakljuckov o stanju sistema po interakciji, ¢e poznamo stanje
pred interakcijo.

Najprej si oglejmo ohranitveni zakon, ki je posledica homogenosti ¢asa. Zaradi homoge-
nosti ¢asa Lagrangeva funkcija izoliranega sistema ni eksplicitno odvisna od ¢asa. Totalni
casovni odvod Lagrangeve funkcije lahko zato zapisemo kot

dL oL . oL .
a —;%Qz+ i 87%%-

Ce bi bil L eksplicitno odvisen od ¢asa, bi na desno stran ena¢be morali dodati ¢len L /Ot.

15



16 OHRANITVENI ZAKONI 7

Upostevamo Lagrangeve enacbe in nadomestimo 0L/d¢; z (d/dt) OL/d¢;, pa dobimo
dL . d
T = ; Qza < 8q1> Z
_z}i-éf
— 2t \"og,

d oL
< 22 L) =o.
at <§i:q dds ) 0

- aok 0 (6.1)

7

Vidimo, da je koli¢ina

konstantna med gibanjem izoliranega sistema. To je integral gibanja, ki ga imenujemo energija
sistema. Aditivnost energije je ocitna posledica aditivnosti Lagrangeve funkcije, saj je iz
enacbe (6.1) razvidno, da je energija linearna funkcija Lagrangeve funkcije.

Zakon o ohranitvi energije ne velja le za izolirane sisteme, temvec tudi za sisteme, ki se
gibljejo v konstantnem zunanjem polju (polju, ki ni odvisno od ¢asa). Edina lastnost, ki
smo jo v zgornji izpeljavi zahtevali od Lagrangeve funkcije, Se vedno drzi, saj funkcija ni
eksplicitno odvisna od ¢asa. Mehanske sisteme, katerih energija se ohranja, imenujemo tudi
konservativni sistemi.

Kot smo videli v 5, ima Lagrangeva funkcija izoliranega sistema (ali sistema v konstantnem
polju) obliko L = T'(q,¢)—U(q), kjer je T kvadrati¢na funkcija hitrosti. Z uporabo Eulerjevega
izreka o homogenih funkcijah dobimo

Z Q”L an Z QZ =

Ce to vstavimo v (6.1), dobimo

E=T(q,q) + Ul(q); (6.2)

ali v kartezi¢nih koordinatah,
1 2
EZZimava"’_U(rl’r?v"‘)' (63)
a

Energijo sistema lahko torej zapiSemo kot vsoto dveh dokaj razli¢nih ¢lenov: kineti¢ne
energije, ki je odvisna od hitrosti, in potencialne energije, ki je odvisna samo od koordinat
delcev.

§7 Gibalna kolic¢ina

Dodaten ohranitveni zakon velja zaradi homogenosti prostora. Zaradi homogenosti prostora
so mehanske lastnosti izoliranega sistema nespremenjene, ¢e celotni sistem vzporedno prema-
knemo v prostoru. Oglejmo si posledice infinitezimalnega premika € in zahteve, da se pri tem
Lagrangeva funkcija ne spremeni.
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7 GIBALNA KOLICINA 17

Vzporedni premik je transformacija, pri kateri se polozaj vsakega delca v sistemu spremeni
enako, tako da krajevni vektor r postane r + €. Sprememba L je posledica infinitezimalnih
sprememb koordinat, hitrosti delcev pa ostanejo nespremenjene, zato je

6L:ZSL or, =€- Z@r

kjer sestevamo po vseh delcih v sistemu. Ker je € poljuben, je pogoj L = 0 ekvivalenten
pogoju

> OL/or, =0. (7.1)
Upostevamo Lagrangeve enacbe (5.2) in dobimo
d oL
za: dt 8va dt Z ava
V izoliranem mehanskem sistemu je vektor

P =) 0L/dv, (7.2)

konstanten med gibanjem; imenujemo ga gibalna koli¢ina sistema. Odvajamo Lagrangevo
funkcijo (5.1) in ugotovimo, kako se gibalna koli¢ina zapise s hitrostmi delcev:

P= Zmava. (7.3)

Aditivnost gibalne koli¢ine je o¢itna. Se ve¢! Za razliko od energije je gibalna koli¢ina
enaka vsoti vrednosti p, = mgVv, za posamezne delce, tudi ¢e delci med seboj interagirajo.

V odsotnosti zunanjega polja se ohranjajo vse tri komponente vektorja gibalne koli¢ine.
Posamezne komponente pa so lahko ohranjajo tudi v polju, ¢e potencialna energija polja
ni odvisna od vseh kartezi¢nih koordinat. Mehanske lastnosti sistema se ne spremenijo ob
premikih sistema vzdolz osi koordinate, ki ne nastopa v potencialni energiji, in ustrezna
komponenta gibalne koli¢ine se ohranja. V homogenem polju vzdolz smeri z se, denimo,
ohranjata komponenti x in y gibalne koli¢ine.

Enacba (7.1) ima preprost fizikalni pomen. Odvod OL/dr, = —0U/0r, je sila F,, ki
deluje na a-ti delec. Zato enacba (7.1) pomeni, da je vsota sil na vse delce v izoliranem

STF, =0, (7.4)

sistemu enaka nic:

Za dva delca dobimo F; 4+ F9 = 0: sila, s katero deluje prvi delec na drugega, je obratna sili,
s katero drugi delec deluje na prvega. To je zakon o vzajemnem ucinku ali “zakon o akciji in
reakciji” (Newtonov tretji zakon).
Ce gibanje opisujemo s posplosenimi koordinatami ¢;, se odvodi Lagrangeve funkcije po
posplosenih hitrostih
pi = 0L/0q; (7.5)

imenujejo posplosene gibalne koli¢ine, odvodi Lagrangeve funkcije po posplosenih koordinatah

F; = OL/dq; (7.6)
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18 OHRANITVENI ZAKONI 8

pa so posplosene sile. S temi oznakami lahko Lagrangeve enatbe zapiSemo kot
pi = Fi. (7.7)

V kartezi¢nih koordinatah so posplosene gibalne koli¢ine komponente vektorjev p,. V sploSnem
pa so p; linearne homogene funkcije posploSenih hitrosti ¢; in jih ne moremo poenostaviti na
produkte mase in hitrosti.

NALOGA

NALOGA Delec z maso m se s hitrostjo v; giblje v pol-prostoru, kjer ima potencialno energijo Uq,
nakar vstopi v drugo polovico prostora, v katerem je njegova potencialna energija enaka drugi konstanti
Us. Ugotovi, kako se spremeni smer gibanja delca.

Resitev: Potencialna energija ni odvisna od koordinat, katerih osi so vzporedne z ravnino, ki locuje
obe polovici prostora. Komponenta gibalne koli¢ine, ki lezi v tej ravnini, se torej ohrani. Kota med
normalo na ravnino in smerema v in vo delca pred in po prehodu skozi ravnino oznac¢imo z 6y in
0. Velja vy sinfy = vosinfy. Zveza med vy in vy je dolocena z zakonom o ohranitvi energije, koné¢ni

rezultat pa je
sin 91 2
sin 0 \/[ + m012( ! 2)

§8 Tezisce

Gibalna koli¢ina izoliranega mehanskega sistema ima razliéne vrednosti v razliénih (inercial-
nih) opazovalnih sistemih. Ce se opazovalni sistem K’ giblje s hitrostjo V glede na opazovalni
sistem K, potem se povezava med hitrostima delcev v/, in v, v obeh opazovalnih sistemih
glasi v, = v/, + V. Povezava med gibalnima koli¢inama P in P’ v obeh opazovalnih sistemih

pa je
P :Zmava = Zmav;—kVZma,
a a a

ali
P=P +V) my. (8.1)

Vedno obstaja opazovalni sistem K’, v katerem je skupna gibalna koli¢ina enaka ni¢. Ce
v enacbi (8.1) postavimo P’ = 0, dobimo hitrost taksnega opazovalnega sistema:

V:P/Zma:Zmava/Zma. (8.2)

Ce je skupna gibalna koli¢ina mehanskega sistema v izbranem opazovalnem sistemu enaka
ni¢, potem re¢emo, da sistem v tem opazovalnem sistemu miruje. Tako smo posplosili pojem
mirovanja na sistem delcev. Podobno je hitrost V, dolo¢ena z enacbo (8.2), hitrost “skupnega
premikanja” mehanskega sistema, katerega gibalna koli¢ina je od ni¢ razlicna. Vidimo, da
zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine omogoca vpeljavo pojmov mirovanja in hitrosti tudi za
celotni mehanski sistem.
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Enacba (8.2) pove, da je povezava med gibalno koli¢ino P in hitrostjo V sistema taksna,
kot povezava med gibalno koli¢ino in hitrostjo enega samega delca z maso p = > m,, torej z
vsoto mas vseh delcev. Ta rezultat izraza aditivnost mas.

Desno stran enacbe (8.2) lahko zapisemo kot totalni ¢asovni odvod izraza

R = Z Mara/ Z M. (8.3)

Recemo lahko, da je skupna hitrost sistema enaka hitrosti gibanja tocke, katere krajevni
vektor je R. To tocko imenujemo teziSc¢e sistema.

Zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine za izoliran sistem lahko formuliramo tudi tako: tezisce
sistema se giblje enakomerno premocrtno. V tej obliki je zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine
posplositev zakona inercije, opisanega v 3 za en sam delec, katerega tezi§¢e sovpada z delcem
samim.

Mehanske lastnosti izoliranih sistemov je smiselno obravnavati v opazovalnih sistemih, v
katerih tezis¢e miruje. Tako iz naloge izlo¢imo enakomerno premocrtno gibanje celotnega
sistema, ki ni zanimivo.

Energijo mirujocega mehanskega sistema pogosto imenujemo notranja energija F;. Sesta-
vljena je iz kineticne energije medsebojnega gibanja delcev sistema in iz potencialne energije
njihovih interakcij. Celotno energijo sistema, ki se giblje s skupno hitrostjo V pa lahko
zapisemo kot

1
E = §uv2 + E;. (8.4)

Ceprav je ta rezultat dokaj o¢iten, bomo enacbo tudi neposredno izpeljali. Povezava med
energijama F in E' mehanskega sistema v dveh opazovalnih sistemih K in K’ je

1
Eziza:mavg—l—U

1
= izma(vg +V)2 +U
) a ) (8.5)
= §MV2 +V. za:mav/a + 2zazmav;2 +U
/ / 1 2
=E+V.P + i,uV .
To je zakon o transformaciji energije iz enega v drugi opazovalni sistem, ki ustreza zakonu
o transformaciji gibalne koli¢ine (8.1). Ce tezis¢e miruje v K', potem je P’ = 0, F' = E; in
dobimo enacbo (8.4).
NALOGA
NALOGA Poisci zakon za transformacijo akcije S ob prehodu iz enega opazovalnega sistema v dru-
gega.

Resitev:  Lagrangeva funkcija je enaka razliki med kineti¢no in potencialno energijo in se ocitno
pretvori po enacbi, podobni enacbi (8.5):

1
L=L+V-P'+ V2
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Ta izraz integriramo po ¢asu in dobimo iskani zakon za transformacijo akcije:
1 l 1 2
S=5+uV-R +§uV t,

kjer je R’ krajevni vektor tezis¢a v opazovalnem sistemu K.

§9 Vrtilna kolicina

Sedaj bomo izpeljali ohranitveni zakon, ki je posledica izotropnosti prostora. Izotropnost
prostora pomeni, da se mehanske lastnosti sistema ne spremenijo, ¢e celotni sistem zasukamo
v prostoru na poljuben nacin. Oglejmo si infinitezimalni zasuk sistema in pois¢imo, kaksen
pogoj mora veljati, da se Lagrangeva funkcija ne spremeni.

Sistem bomo zasukali za infinitezimalni vektor d¢. Velikost vektorja je kot zasuka d¢,
smer vektorja pa je os vrtenja (sistem sukamo po pravilu desnega vijaka, ki ga zavijamo v
smeri d¢).

Najprej pois¢imo spremembo krajevnega vektorja (izhodis¢e mora lezati na osi vrtenja)
poljubnega delca v sistemu. Linearni premik konéne tocke vektorja je |or| = rsin#d¢. Smer
vektorja or je pravokotna na ravnino, ki jo razpenjata r in d¢. Od tod razberemo, da je

or =0¢ X r. (9.1)

Ko sistem zasukamo, se ne spremenijo le krajevni vektorji, temve¢ tudi hitrosti delcev. Vsi
vektorji se spremenijo po istem predpisu. Sprememba hitrosti glede na nepremicéni koordinatni
sistem je

oV =10¢ x v. (9.2)

Slika 5:

Ce ta izraza vstavimo v pogoj, da se Lagrangeva funkcija ob zasuku ne spremeni,

oL oL
5L:;<ara'5ra+ava'(5va>:07

in ¢e odvod OL/0v, zamenjamo z p,, odvod OL/Jr, pa z pPg, je rezultat

Z(Pa'5¢><ra+pa-5qb><va):0.

a

Mehanika, v. 1



9 VRTILNA KOLICINA 21

Ko zamenjamo vrsti red faktorjev in izpostavimo d¢, sledi
. d
5¢‘Za:(ra X Pa + Va X Pa) :5¢'(1tza:ra X pa = 0.
Ker je d¢ poljuben, mora veljati d/dt > r, X ps = 0. Zaklju¢imo, da se vektor

M= Zra X Pas (9.3)

imenovan vrtilna koli¢ina sistema, med gibanjem izoliranega sistema ohranja. Podobno kot
gibalna koli¢ina je vrtilna koli¢ina aditivna in to neodvisno od tega, ali delci med seboj
interagirajo ali ne.

Drugih aditivnih integralov gibanja ni. Vsak izoliran sistem ima sedem taksnih integralov:
energijo, tri komponente gibalne koli¢ine in tri komponente vrtilne koli¢ine.

Ker definicija vrtilne koli¢ine vsebuje krajevni vektor delcev, je njena vrednost v splosnem
odvisna od izbire izhodis¢a. Krajevna vektorja r, in r/, dane tocke, merjena glede na razli¢ni
izhodiséi, ki sta loGeni za a, sta povezana z relacijo r, = r/, + a. Torej je

M:Zraxpa
a

=D riXPatax) pa (9.4)
a a
=M +axP.

1z te enacbe je razvidno, da je vrtilna koli¢ina odvisna od izbire izhodisca, razen tedaj, ko
sistem kot celota miruje (P = 0). Ta nedolo¢enost ni navzkriz z zakonom o ohranitvi vrtilne
koli¢ine, saj se tudi celotna gibalna koli¢ina P ohranja v izoliranem sistemu.

Izpeljemo lahko tudi povezavo med vrtilnima koli¢inama v dveh opazovalnih sistemih K in
K, pri ¢emer se drugi giblje s hitrostjo V glede na prvega. Predpostavili bomo, da izhodiséi
opazovalnih sistemov sovpadata ob izbranem trenutku. Tedaj so krajevni vektorji delcev
enaki v obeh opazovalnih sistemih, povezava med hitrostima pa je v, = v/, + V. Velja torej

M:E maraxvazg maraxvéﬁ—g mere X V.
a a a

Prva vsota na desni strani je vrtilna kolicina M’ v opazovalnem sistemu K’. V drugi vsoti
upostevamo definicijo krajevnega vektorja teziscéa (8.3) in dobimo

M =M + uR x V. (9.5)

Ta enacba podaja zakon o transformaciji vrtilne koli¢ine ob prehodu iz enega opazovalnega

sistema v drugega. Podoben je zakonoma o transformaciji gibalne koli¢ine (8.1) in energije
(8.5).

Ce v opazovalnem sistemu K’ sistem delcev miruje, potem je V hitrost tezisca, uV je
skupna gibalna koli¢ina P glede na K, in sledi

M=M +RxP. (9.6)

7 drugimi besedami, vrtilna koli¢ina M mehanskega sistema ima dva prispevka: “lastno
vrtilno koli¢ino” v opazovalnem sistemu, kjer miruje, in vrtilno koli¢ino R x P zaradi gibanja
sistema kot celote.
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22 OHRANITVENI ZAKONI 9

Ceprav zakon o ohranitvi vseh treh komponent vrtilne koli¢ine (glede na poljubno izbrano
izhodisce) velja le za izolirane sisteme, vcasih velja omejen ohranitveni zakon tudi za sistem
v zunanjem polju. Iz zgornje izpeljave je ocitno, da je komponenta vrtilne koli¢ine v smeri
simetrijske osi polja vedno ohranjena, ker so mehanske lastnosti sistema nespremenjene ob
zasukih sistema okoli taksne osi. Vrtilna koli¢ina mora seveda v tem primeru biti definirana
glede na izhodisce, ki lezi na simetrijski osi.

Najpomembnejsi je primer krogelno simetri¢nega polja, pri katerem je potencialna energija
odvisna samo od razdalje od neke tocke (imenovane sredisc¢e). Oc¢itno je komponenta vrtilne
koli¢ine v smeri katerekoli osi, ki gre skozi srediS¢e, ohranjena koli¢ina. Z drugimi besedami,
vrtilna koli¢ina M se ohranja, ¢e je le definirana glede na izhodisce v sredis¢u polja.

Drug primer je homogeno polje v smeri osi z; v taksnem polju je komponenta vrtilne
koli¢ine M, ohranjena ne glede na izbiro izhodis¢a.

Komponento vrtilne koli¢ine v smeri poljubne osi (na primer osi z) lahko definiramo z

odvodom Lagrangeve funkcije:

oL
MZ - ., (97)
o 0
kjer je koordinata ¢ kot zasuka okoli osi z. Definicija o¢itno sledi iz zgornjega dokaza zakona o

ohranitvi vrtilne koli¢ine, lahko pa jo dokazemo tudi neposredno. V cilindri¢nih koordinatah
r, ¢, z imamo (po substituciji x, = 14 COS Pqa, Yo = T4 SIN Pg)

M, = Z ma(xaya - yax'a)

a

= 3" marZde.
a

V cilindri¢nih koordinatah se Lagrangeva funkcija zapise kot
1 i ; .
L= malif+radf+25) — U,
a

in ¢e vstavimo ta izraz v enacbo (9.7), dobimo enacbo (9.8).

NALOGE

koordinatami r, ¢, z.
Resitev:

M, = m(rz — zr) sin ¢ — mrz¢cos ¢,
My = —m(rz — zi") cos ¢ — mrzdsin ¢,
M. = mr?¢,

M? = m2r2¢32(r2 + 25+ m?(rz — 21)2.

NALOGA 2. Kot v prvi nalogi, vendar za krogelne koordinate r, 8, ¢.
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10 MEHANSKA PODOBNOST 23

Resitev:
M, = —mr2(9 sin ¢ + ¢ sin 0 cos 6 cos ?),
M, = mrz(écosgzﬁ — ésin&cos&sind)),
M, = mr2gz.ﬁsin2 0,

M? = m2r4(92 + qi)2 sin? 0).

NALOGA 3. Katere komponente gibalne koli¢ine P in vrtilne koli¢ine M se ohranjajo, ¢e se delec
giblje v naslednjih poljih?

e polje neskonéne homogene plosce,

e polje neskoncnega homogenega valja,

e polje neskoncne homogene prizme,

e polje dveh tock,

e polje neskonéne homogene polravnine,

e polje homogenega stozca,

e polje homogenega kroznega torusa,

e polje neskonéne homogene valjaste vijacnice.
Resitev:

e P, Py, M, (Ce plosca lezi v ravninioplota zy),

e M, P, (Ce lezi os valja v smeri osi z),

e P, (Ce so stranice prizme vzporedne z 0sjo z),

e M, (¢e lezi daljica med tockama v smeri osi z),

e P, (Ce je rob polravnine v smeri osi y),

e M, (Ce je os stozca v smeri osi z),

e M, (Ce je os torusa v smeri osi z),

e Lagrangeva funkcija se ne spremeni ob zasuku za kot d¢ okoli osi vija¢nice (ki naj sovpada
z 0sjo z) ob socasnem vzporednem premikom za hdp/2m (h je korak vijacnice). Zato je 6L =
020L/0z+6¢pOL/0¢ = dp(hP,/2m+M,) = 0, od koder sledi, da se ohranja koli¢ina M,+hP,/2x.

§10 Mehanska podobnost

Ce Lagrangevo funkcijo pomnozimo s poljubno konstanto, se gibalne ena¢be ne spremenijo.
To dejstvo, o katerem je bilo govora ze v 2, omogoca, da v Stevilnih pomembnih primerih
pridemo do uporabnih ugotovitev o lastnostih gibanja, brez da bi gibalne enacbe dejansko
integrirali.

Med tovrstne primere Stejemo, na primer, tiste, pri katerih je potencialna energija homo-
gena funkcija koordinat, ki izpolnjuje pogoj

U(ari,ary,...,ar,) = oFU(r,ra,. .. 1p), (10.1)
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24 OHRANITVENI ZAKONI 10

kjer je a poljubna konstanta, k pa stopnja homogenosti funkcije.
Sedaj bomo izvedli transformacijo, pri kateri se koordinate spremenijo za faktor «, ¢as pa
za faktor 5: r, — ar,, t — [t. Hitrosti v, = dr,/dt se ob tem spremenijo za faktor a/p3,

kineti¢ne energija pa za faktor a?/32. Potencialna energija se pomnozi z . Ce za konstantni

1
a in B velja o?/B% = o, oziroma B = ol~ 2% potem je transformirana Lagrangeva funkcija

pomnozena s konstantnim faktorjem o in gibalne enaébe se ne spremenijo.

Sprememba koordinat delcev za enak faktor ustreza zamenjavi poti delcev z drugimi potmi,
ki so prvim geometrijsko podobne, toda drugacne velikosti. Tako pridemo do sklepa, da
pri mehanskih sistemih, v katerih je potencialna energija homogena funkcija stopnje k v
(kartezicnih) koordinatah, gibalne enacbe dopusc¢ajo skupine resitev, ki imajo geometrijsko
podobne poti, ¢as gibanja med ekvivalentnimi tockami pa je v razmerju

¢/t = (/1) 2k, (10.2)

kjer je '/l razmerje linearnih dimenzij na obeh poteh. Poleg ¢asa so tudi vse ostale mehanske
koli¢ine v ekvivalentnih tockah v razmerjih, ki so potence od I’/l. Za hitrosti, energije in
vrtilne koli¢ine velja, denimo,

o o= (U)1)2%, EJE =/, MM = (/1) 2k (10.3)

Te ugotovitve bomo sedaj ponazorili na nekaj primerih.

Kot bomo videli kasneje, je pri majhnih nihanjih potencialna energija kvadrati¢na funkcija
koordinat (kK = 2). Iz enacbe (10.2) tedaj sledi, da je nihajni ¢as taksnih nihanj neodvisen od
amplitude.

V homogenem polju je potencialna energija linearna funkcija koordinat [glej (5.8)], torej
je k = 1. Iz enacbe (10.2) dobimo '/t = \/m Iz tega sledi, na primer, da je pri prostem
padu pod vplivom teznosti trajanje padca sorazmerno s kvadratnim korenom zacetne visine.

Pri Newtonovi gravitacijski privlaku dveh mas ali Coulombovi interakciji med dvema
nabojema je potencialna energija obratno sorazmerna z razdaljo med delcema, zato je to
homogena funkcija stopnje k = —1. Potem je '/t = (I'/1)%/?, kar je Keplerjev tretji zakon:
kvadrat casovne periode med krozenje po orbiti je sorazmeren s tretjo potenco velikosti orbite.

Ce je potencialna energija homogena funkcija koordinat in je gibanje omejeno na konéno
obmocje prostora, obstaja enostavna povezava med ¢asovnimi povprecji kineti¢ne in potenci-
alne energije, imenovana virialni izrek.

Ker je kineti¢na energija T kvadrati¢na funkcija hitrosti, je po Eulerjevemu izreku o
homogenih funkcijah 3" v, - 9T /v, = 2T. Ce upostevamo e, da je T /v, = pa, kar je
gibalna koli¢ina, dobimo

QTZ;pa-va:i(;pa~ra)—;ra~pa. (10.4)

Povprecimo to enacbo po casu. Povpreéna vrednosti poljubne funkcije ¢asa f(t) je definirana

z enacbo .

7= lim [ rwa

T—00 T
Hitro se prepricamo, da je povprec¢na vrednost funkcue f(t) enaka ni¢, kadar je f(t) ¢asovni
odvod dF(t)/dt omejene funkcije F(t):

f= 1im — gdt lim w

T—=00 T fo dt T—00 T
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10 MEHANSKA PODOBNOST 25

Predpostavimo, da se sistem giblje v omejenem obmoc¢ju prostora s konénimi hitrostmi.
Potem je ) p, 1, omejena funkceija, in povprecna vrednost prvega clena na desni strani enacbe
(10.4) je nic. Upostevajo¢ Newtonove enacbe (5.3) v drugem ¢lenu v skladu zamenjamo p, z
—0U/0r, in dobimo *

2T =) v, 0U/0r,. (10.5)

Ce je potencialna energija homogena funkcija krajevnih vektorjev r, stopnje k, potem po
Eulerjevem izreku iz enacbe (10.5) sledi virialni izrek:

2T = kU. (10.6)
Ker je T + U = E = E, lahko enacbo (10.6) zapiSemo tudi v naslednjih oblikah:
U=2E/(k+2), T=kE/(k+?2), (10.7)

kjer smo povprecno potencialno energijo in povprecno kineti¢no energijo izrazili s celotno
energijo sistema.

Pri majhnih nihanjih je k& = 2 in velja T = U, kar pomeni, da sta povpre¢ni vrednosti
potencialne in kineti¢ne energije enaki. Pri Newtonovi interakciji je k = 1 in velja 2T = —U
ali E = —T, kar je skladno z dejstvom, da pri taksni interakciji gibanje poteka v omejenem
obmo¢ju prostora le tedaj, ko je celotna energija negativna (glej §15).

NALOGE

NALOGA 1. Doloéi razmerje med trajanjem potovanja po isti poti dveh delcev z razliénima masama,
vendar z enako potencialno energijo.

Resitev: ¢/t = \/m’/m.

NALOGA 2. Pois¢i razmerje med trajanjem potovanja po isti poti dveh delcev z enako maso, katerih
potencialni energiji se razlikujeta za konstanten faktor.

Resitev: '/t =\/U/U".

*Koli¢ino na desni strani (10.5) v¢asih imenujemo tudi virialna funkcija sistema.
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Integriranje enacb gibanja

§11 Gibanje v eni dimenziji

Gibanje sistema z eno samo prostostno stopnjo poteka v eni dimenziji. Pri nespremenljivih
zunanjih pogojih se povsem splosna oblika Lagrangeve funkcije za takSen sistem glasi

L= ala)i® - U0) (11.1)

kjer je a(q) neka funkcija posplosene koordinate ¢. V posebnem primeru, ¢e je g kartezi¢na

koordinata (na primer x), velja

L= %m:’cQ —U(x). (11.2)

Gibalne enacbe, ki ustrezajo tem Lagrangevim funkcijam, lahko formalno integriramo.
Gibalnih enacb niti ne rabimo zapisati; izpeljavo lahko za¢nemo s prvim integralom gibanja,
ki podaja zakon o ohranitvi energije. Za Lagrangevo funkcijo (11.2) velja na primer %ma‘c2 +
U(z) = E. To je diferencialna enacba prvega reda, ki jo lahko neposredno integriramo. Ker

je dz/dt = \/2[E — U(x)]/m, sledi

/1 dx
t=141/-m | ————— + konstanta. 11.3
2 / VE-U(zx) (1L3)

Poljubni konstantni v resitvi sta celotna energija E ter integracijska konstanta.

Ker je kineti¢na energija pozitivna koli¢ina, je celotna energija vedno veéja od potencialne,
zato lahko gibanje poteka le na obmocju prostora, kjer je U(x) < E. Naj ima, na primer,
funkcija U(x) obliko, prikazano na sliki 6. Ce na sliki narisemo vodoravno ¢rto, ki predstavlja
izbrano vrednost skupne energije, lahko takoj razberemo mozna obmocja gibanja. V primeru
na sliki 6 se lahko delec giblje samo na obmoc¢ju AB ali na obmocju, desno od tocke C.

Tocke, v katerih je potencialna energija enaka celotni energiji,

U(z) = B, (11.4)

dolo¢ajo meje gibanja. Imenujemo jih obracalisca, ker je hitrost tam enaka ni¢. Ce obmodje
gibanja omejujeta dve taksni tocki, potem se delec giblje v konénem obmocju prostora, taksno
gibanje pa imenujemo omejeno gibanje. Ce je obmocje omejeno na eni semi strani ali celo
nikjer, potem je gibanje neomejeno in delec odpotuje v neskonénost.

26



11 GIBANJE V ENI DIMENZIJI 27

Omejeno gibanje v eni dimenziji je nihanje: delec se giblje vedno znova med dvema tocka
(na sliki 6 v potencialni jami AB med totkama x; in x2). Nihajni ¢as ali perioda nihanja
(angl. period) T je ¢as, ki ga delec porabi na poti od z1 do x2 in nazaj. Nihajni ¢as je enak
dvakratniku ¢asa od z1 do x2 (zaradi reverzibilnosti, glej 5), zato iz (11.3) sledi

z2(E)
T(E) = vV2m - \/—795 (11.5)

kjer sta x1 in z9 korena enacbe (11.4) pri dani vrednosti E. Enacba torej podaja nihajni ¢as
v odvisnosti od celotne energije delca.

Slika 6:

NALOGE

NALOGA 1. Izracunaj nihajni cas matemati¢nega nihala (delca z maso m, ki visi na nitki dolzine { v

gravitacijskem polju) v odvisnosti od amplitude nihanja.
Resitev:  Energija nihala je F = %lengz — mglcos¢ = —mglcos ¢g, kjer je ¢ kot med nitko in
navpicnico, ¢g pa je najvecja vrednost kota ¢. Nihajni ¢as je ¢as potovanja nihala od ¢ = 0 do ¢ = ¢

pomnozen s Stiri. Dobimo
L[ d
N / __d¢
39 )y Vcosd = cos by

\/7/% do
=2/- .
9Jo \/sin2 %% — sin® %d)

Z zamenjavo sin{ = sin 2¢/sin 1 ¢ dobimo T = 41/1/gK (sin 1¢p), kjer je

Nl

d¢

K(k) = —_—
(k) 0 1— k2sin®¢

popolni eliptiéni integral prve vrste. Ce je sin %(ﬁo & %q&o < 1 (majhno nihanje), lahko funkcijo K
razvijemo in dobimo
1
T =2m/1/9(1 + 1—6¢§ +..0).
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Prvi ¢len razvoja ustreza dobro poznanemu rezultato za majhna nihanja.

NALOGA 2. Doloc¢i nihajni ¢as v odvisnosti od energije za delec z maso m, ki se giblje v polju,
katerega potencialna energija je

(a) U= Alz|", (b) U= —-Uy/cosh®azx, —Uy < E <0, (c)U ="Utan®az.

Resitev:
(a)
(B/4)"" dx
=2v2m / T

2@ (A> /01 Vi

Z zamenjavo y" = u lahko integral izrazimo s funkcijo beta, ki se jo da zapisati tudi s funkcijami

gama:
p_2 [2mm (E Y p@/n)
nV E \A (3 +1/n)
Odvisnost nihajnega ¢asa T od energije E je v skladu z zakonom o mehanski podobnosti iz
enacbe (10.2) in (10.3).

(b) T = g\/%.

(€ T=3 E%:[LJO

§12 Dolocanje potencialne energije iz nihajnega casa

Oglejmo si, kaj lahko izvemo o potencialni energiji U(x) polja, v katerem delec niha, ¢e
poznamo nihajni ¢as kot funkcijo energije F. Bolj matemati¢no: resili bi radi integralno
enacbo (11.5), v kateri je U(z) neznanka, poznamo pa T'(E).

Privzeli bomo, da ima iskana funkcija U(z) en sam minimum na obravnavanem obmodcju
prostora. 7 vpraSanjem, Ce obstajajo tudi druge resitve, se ne bomo ukvarjali. Zaradi eno-
stavnosti si izberemo izhodisée koordinatne osi v tocki minimuma, pri minimalni energiji pa
postavimo tudi ni¢lo energije (slika 7).

V integralu (11.5) obravnavamo koordinato = kot funkcijo U. Funkcija z(U) je dvoli¢na:
vsaki vrednosti potencialne energije ustrezata dve razlicni vrednosti x. Zato moramo integral
(11.5) razbiti na dve obmo¢ji preden dz zamenjamo z (dz/dU)dU: eno obmocje od x = z
do x = 0, drugo od z = 0 do x = z9. Funkcijo z(U) na teh obmo¢jih bomo oznacevali z
x = x1(U) oziroma z = x5(U).

Integracijske meje za spremenljivko U so oc¢itno E in 0, tako da je

d.’EQ d:L‘l dU
T(E) F/ dU \/E U+\/7/ dU \/E—U

- [ [ -
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Slika 7:

Obe strani enacbe delimo z vva — E,| kjer je a parameter, in integriramo po spremenljivki F
od 0 do «. Dobimo

[ - | % - el v

z zamenjavo vrstnega reda integriranja pa

I R Nt I v e

Integral po E je elementaren; njegova vrednost je w. Integral po U je zato trivialen, in
sledi

Oa 7\’/(% — 77\/%[1’2(04) —z1(a)],

ker je £2(0) = z1(0) = 0. Namesto « pisemo U in dobimo kon¢ni rezultat:

2o (U) — z1(U) (12.1)

:Trm/o

Iz poznane funkcije T'(E) lahko torej izrac¢unamo razliko zo(U) —z1(U). Funkciji 22(U) in
x1(U) pa ostaneta neznani. To pomeni, da ne obstaja le ena sama temve¢ neskonéno krivulj
U = U(z), ki dajo enako odvisnost nihajnega ¢asa od energije. Krivulje so taksne, da je
razlika vrednosti koordinat x, ki ustrezata izbrani vrednosti U, enaka za vse krivulje.

Nedolocenost odpravimo, ¢e zahtevamo, da naj bo krivulja U = U(x) simetri¢na glede na
os U: tedaj je 22(U) = —x1(U) = z(U). Sedaj je x(U) enoli¢no dolocen z enacbo (12.1):

2(U) = (12.2)

2mv/2m /o

§13 Reducirana masa

Povsem splosno resitev lahko poiStemo za izjemno pomembno primer gibanja sistema dveh
interagirajocih delcev (to je problem dveh teles).
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Prvi korak na poti do resitve je velika poenostavitev naloge z locitvijo na gibanje tezisca
in na relativno gibanje obeh delcev glede na tezisce.

Potencialna energija interakcije med dvema delcema je odvisna le od razdalje med njima,
torej od velikosti razlike njunih krajevnih vektorjev. Lagrangeva funkcija takSnega sistema je

zato 1 1
L= 577111‘% + imgl‘% — U(‘I‘l — I‘2|). (131)

Naj bo r = r; — ry vektor relativne lege, izhodis¢e koordinatnega sistema pa postavimo v
tezisce, tako da je mir; + maore = 0. Iz obeh enach razberemo, da je

ry = mQr/(ml + 7TL2), ro = —mlr/(ml + mg). (13.2)

To vstavimo v (13.1) in dobimo

1
L= ime —U(r). (13.3)

Kolic¢ina
m = mlmg/(ml + TnQ) (13.4)

se imenuje reducirana masa. Funkcija (13.3) je formalno enaka Lagrangevi funkciji za delec z
maso m, ki se giblje v zunanjem polju U(r), ki je simetri¢no okoli izhodisca.

Zato je gibanje dveh interagirajoc¢ih teles ekvivalentno gibanju enega delca v danem zuna-
njem potencialu U(r). Iz resitve r = r(¢) te naloge dobimo poti delcev r; = rq(t) in ro = ra(¢)
glede na njuno tezisce iz enacb (13.2).

NALOGA

NALOGA Sistem je sestavljen iz enega delca z maso M in iz n delcev z enako maso m. Iz naloge
izlocite gibanje tezis¢a in nalogo poenostavite na problem 7 teles.

Resitev: Naj bo R krajevni vektor delca z maso M, R, (a = 1,2,...,n) pa naj bodo krajevni vektorji
delcev z maso m. Vpeljemo r, = R, — R in izhodis¢e postavimo v teziséce: MR +m> R, =0. Od
tod sledi R = —(m/u) > ra, kjer je u = M +nm; R, = R +r,. To vstavimo v Lagrangevo funkcijo
L=1IMR?+ Im3 R2 - U in dobimo

2
1 1
L= §mZva2 - §(m2/,u) <Zva> —U, Kjer je vq =1q.
a a

Potencialna energija je odvisna le od razdalj med delci, zato jo lahko zapisemo kot funkcijo spremenljivk

rg.

§14 Gibanje v centralno simetricnem polju

Po poenostavitvi problema dveh teles na gibanje enega telesa moramo resiti nalogo gibanja
enega delca v zunanjem polju, katerega potencialna energija je odvisna samo od razdalje r
od neke tocke. Taksno polje imenujemo centralno simetri¢no polje. Sila, ki deluje na delec, je
F = —0U(r)/0r = —(dU/ dr)r/r; jakost sile je odvisna samo od r, kaze pa v smeri krajevnega
vektorja.
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Kot smo videli v 9, se vrtilna koli¢ina sistema delcev v centralno simetriécnem polju,
izracunana glede na sredis¢e polja, ohranja. Vrtilna koli¢ina enega delca je M = r x p. Ker
je M pravokoten na r, ohranjanje vrtilne koli¢ine pomeni, da krajevni vektor delca ves cas
lezi v ravnini, pravokotni na M.

Zato pot delca v centralno simetri¢cnem polju lezi v ravnini. Vpeljimo polarne koordinate
r, ¢ v tej ravnini. Lagrangevo funkcijo lahko zapiSsemo

L= %m(f«? +1282) — U(r); (14.1)
glej (4.5). Funkcija koordinate ¢ ne vsebuje eksplicitno. Posplosena koordinata g;, ki v La-
grangevi funkciji ne nastopa eksplicitno, se imenuje ciklicna koordinata. Za cikli¢no koordi-
nato velja (d/dt)0L/0¢; = 0L/0q; = 0 in ustrezna posplosena gibalna koli¢ina p; = 0L/dq; je
integral gibanja. Obstoj cikli¢nih koordinat torej omogoca obéutno poenostavitev integracije
gibalnih enach.

V naSem primeru je posploSena gibalna koli¢ina pg = mng'b enaka vrtilni koli¢ini M, = M,
glej (9.8), in dobimo poznani zakon o ohranitvi vrtilne koli¢ine:

M = mr?¢ = konstanta. (14.2)

Ohranitveni zakon ima preprost geometrijski pomen pri ravninskemu gibanju enega delca v
centralno simetri¢nem polju. Izraz %r -rd¢ je diferencialna plos¢ina obmocja, omejenega z
dvema sosednjima krajevnima vektorjema in diferencialnim odsekom poti (slika 8). Diferen-

cialno plos¢ino oznacimo z df. Vrtilno koli¢ino delca lahko zapisemo kot
M =2mf. (14.3)

Odvod f se imenuje ploséinska hitrost (angl. sectorial velocity). Ker se vrtilna koli¢ina
ohranja, je plos¢inska hitrost konstantna: v enakem casu krajevni vektor delca oriSe enako
ploscino. To je Keplerjev drugi zakon.

rdd

d¢

Slika 8:

Gibanja delca v centralno simetricnem polju lahko dolo¢imo, ne da bi zapisali gibalne
enacbe. Zadostujeta zakona o ohranitvi energije in vrtilne koli¢ine. Iz enacbe (14.2) izrazimo
¢ kot funkcijo M in to vstavimo v enacbo za energijo. Tako dobimo

1

. 1 1
FE = im(f‘2 + r2qz52) +U(r) = 5m7'"2 + §M2/mr2 + U(r). (14.4)
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Zato je

3

. d 2 M?
P dt:\/{m[E—U(r)]}—W, (14.5)

po integraciji pa sledi

t= / dr/\/{;[E - U(r)] — ni\f;} + konstanta. (14.6)

Ena¢bo (14.2) zapisemo v obliki d¢ = M dt/mr?, vstavimo dt iz enacbe (14.5) in integriramo
Dobimo

B M dr/r?
¢= / V2m[E —U(r)] — M2/r?

Enacbi (14.6) in (14.7) podajata splosno resitev naloge. Zadnja enacba je relacija med r
in ¢, torej enacba poti. Enacba (14.6) pa podaja razdaljo r od sredis¢a kot implicitno funkcijo
¢asa. Naj opozorimo na dejstvo, da kot ¢ naraséa monotono s Casom, saj je iz enacbe (14.2)
razvidno, da qb ne more spremeniti predznaka.

Izraz (14.4) omogoca, da obravnavamo radialno gibanje kot gibanje v eni dimenziji, pri
cemer je “efektivna potencialna energija” enaka

+ konstanta. (14.7)

Ueg = U(r) + M?/2ms?. (14.8)
Koli¢ina M?2/2mr? se imenuje centrifugalna energija. Vrednosti r, pri katerih velja
U(r) + M?/2mr? = E, (14.9)

dolocajo mejne vrednosti radialne razdalje od srediséa. Ko je enacba (14.9) izpolnjena, je
radialna hitrost 7 enaka ni¢. To ne pomeni, da se delec povsem ustavi, kot pri pravem
radialnem gibanju, ker je kotna hitrost ¢ razliéna od ni¢. Ena¢ba 7 = 0 pomeni, da gre za
obracalisce na poti, kjer zacne r(t) upadati namesto narascati ali obratno. Ce je 7 omejen
samo s pogojem 7 > Tmin, je gibanje neskonéno: delec pripotuje iz neskonénosti in odpotuje
v neskoné¢nost.

Ce ima r dve mejni vrednosti, 7y i Tmax, je gibanje konéno in tir v celoti lezi v notranjosti
prstana, ki ga omejujeta kroga r = Tpax in ¥ = ryin. 1o pa ne pomeni nujno, da je pot
zakljuCena. V ¢asu, ko se r spremeni od ryi, do rmax in nazaj, se krajevni vektor obrne za
kot A¢, ki ga dobimo iz enacbe (14.7):

Tmax ]Wdr/r2
ron V/2m(E = U) = M2/r?

Ag =2 (14.10)

Pot je lahko zakljucena, ¢e je ta kot racionalni veckratnih stevila 27, torej A¢ = 2wm/n,
kjer sta m in n celi Stevili. V tem primeru bo po n periodah krajevni vektor m krat popolnoma
obkrozil sredisce, se vrnil v svojo zacetno lego in tako zakljucil pot.

To so le posebni primeri. Za splosen potencial U(r) kot A¢ ne bo racionalni veckratnik
2m. V splo$nem zato pot delca z omejenim gibanjem ne bo sklenjena. Delec bo neskonénokrat
dosegel minimalno in maksimalno oddaljenost od sredis¢a in po neskon¢no dolgem ¢asu bo
njegova pot prekrila celoten prstan med mejnima krogoma. Primer taksnega tir je na sliki

(9)-
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14 GIBANJE V CENTRALNO SIMETRICNEM POLJU 33

Obstajata le dve vrsti centralno simetri¢nega polja, v katerem se delci vedno gibljejo po
zakljucenih tirih. To sta polji, katerih potencialna energija je sorazmerna z 1/r ali z r2. Prvi
primer bomo obravnavali v 15; drugi primer pa se imenuje prostorsko nihalo.

Kvadratni koren v (14.5) in zato tudi integranda v (14.6) in (14.7) spremenijo predznak
v obracaliséu. Ce kot ¢ merimo glede na smer krajevnega vektorja, ki kaze v obracalisce,
potem se dela poti na vsaki strani te tocke razlikujeta le za predznak koli¢ine ¢ pri vsaki
vrednosti r, zato je pot simetri¢na glede na ¢ = 0. Ce se gibanje, na primer, zaéne pri
r = Tmax, delec prepotuje del poti do tocke, kjer je r = rpyi, nato pa nadaljuje pot po
simetri¢nem tiru do naslednje tocke, kjer je r = rpax, in tako naprej. Celoten tir gibanja
dobimo s ponavljanjem enakih kosov poti sem in tja. To velja tudi za neskonéne tire, ki so
sestavljeni iz dveh simetri¢nih vej, ki segata od obracalis¢a (r = ryin) do neskonénosti.

Slika 9:

Ko je M # 0, prisotnost centrifugalne energije, ki postane neskonc¢na, ko » — 0, obi¢ajno
delcu onemogoca, da bi padel v sredisce polja, tudi e je polje privlacno. Delec lahko pade v
sredisce le tedaj, ko gre potencialna energija dovolj hitro proti —oco, ko r — 0. Iz neenacbe

1
§m7'"2 =E—-U(r)— M?/2mr* > 0,

ali 72U (r) + M?/2m < Er? sledi, da lahko r doseze r — 0, samo ¢e velja
[r2U (r)]r—0 < —M?/2m, (14.11)

torej mora U(r) teziti k —oo kot —a/r? z a > M?/2m, ali pa kot —1/r" z n > 2.

NALOGE

NALOGA 1. Integriraj gibalno enac¢bo za krogelno nihalo (delec z maso m, ki se giblje na povrsini
krogle s polmerom [ v gravitacijskem polju).

Resitev: 'V krogelnih koordinatah z izhodis¢em v srediscéu krogle (polarna os kaze navzdol), se La-
grangeva funkcija nihala glasi

1 : :
L= iml2 (62 + ¢*sin” 0) + mgl cos 6.
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Koordinata ¢ je cikli¢na, zato se posploSena gibalna koli¢ina py (ki je enaka komponenti vrtilne koli¢ine
v smeri osi z) ohranja: .
mi%$sin® @ = M, = konst. (1)

Energija je

1 . .
E = —ml*(6* + ¢$?sin? ) — mgl cos §

2
1 o 1 (2)
= iml202 + §M22/ml2 sin? @ — mygl cos 6.

Od tod sledi

dé
= / V2[E = Ueg(0)]Jmi2’

kjer je “efektivna potencialna energija enaka”

1
Uet(0) = §M22/ml2 sin? @ — mgl cos 6.

Za kot ¢ velja enacba, ki jo dobimo iz (1):

o= = [ (4)

m J sin”0\/E — Usg(0)

Integrala v enacbah (3) in (4) lahko izrazimo z elipti¢nima integraloma prve oziroma tretje vrste.
Obmocje kotov @, ki jih lahko nihalo zavzame, je omejeno z E > Uyg, meje pa so podane z enacbo

FE = U.g. To je kubi¢na enacba spremenljivke cos @, ki ima dva korena med —1 in +1; ta dolocata dva

kroga (vzporednika), med katerima lezi pot nihala.

NALOGA 2. Integriraj gibalne enacbe delca, ki se giblje po povrsini pokoncnega stozca (s kotom
stozca «), katerega vrh kaze navzdol v gravitacijskem polju.

Resitev: 'V sferiénih koordinatah z izhodiscem v vrhu stozca (polarna os kaze navzgor) se Lagrangeva
funkeija zapise kot L = 2m(7? + r2¢?sin® @) — mgr cosa. Koordinata ¢ je ciklicna, zato se M, =
mr2¢sin? o ponovno ohranja. Energija je

1 1
E = §m7‘2 + §M22/mr2 sin? a + mgr cos a.

Po podobnem postopku kot pri prvi nalogi tu dobimo

dr
= / V2[E = Ueg(r)]/m’

6= M, dr
~ V2msin?a ) 12\/E - Udg(r)’
M.?
Ue(r) = ————5— + mgrcosa.

2mr? sin” o
Pogoj E = U.n(r) je (¢e velja M, # 0) kubi¢na enacba spremenljivke r, ki ima dva pozitivna
korena; ta dolocata dva vodoravna kroga na stozcu, med katerima lezi trajektorija delca.

NALOGA 3. Integriraj gibalne enacbe za nihalo mase mg, pritrjeno na utez z maso my, ki se lahko
giblje po vodoravni ¢rti, lezeci v ravnini, v kateri se giblje m; (slika 2 v § 5).

Resitev: 'V Lagrangevi funkciji, izpeljani v drugi nalogi v § 5, je koordinata z cikli¢cna. Posplosena
gibalna koli¢ina P,, ki je vodoravna komponenta celotne gibalne koli¢ine sistema, se torej ohranja:

P, = (my + mg)d + malg cos ¢ = konstanta. (1)
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Privzamemo lahko, da sistem kot celota miruje. Tedaj je konstanta v enacbi (1) enaka 0. Enacbo
lahko tedaj integriramo:
(my 4+ mg)x + mal sin ¢ = konstanta, (2)

kar pomeni, da se tezisc¢e sistema ne premika vodoravno.
S pomocjo (1) lahko energijo zapisemo v obliki

1 )
E= §m212¢2 <1 — ﬁ cos? ¢> — magl cos ¢. (3)

- Mo / ml—l—mgsinz(/bdqﬁ.
2(mq1 +ma) E + maglcos ¢

Ce koordinati x5 =  + Isin ¢ in 4o = [ cos ¢ delca my izrazimo z ¢ s pomocjo (2), ugotovimo, da

Od tod dobimo

se delec giblje po loku elipse z vodoravno polosjo dolzine Im4 /(m1 +ms) in z navpiéno polosjo dolzine
[. 'V limiti m; — oo ponovno dobimo navadno nihalo, ki se giblje po kroznem loku.

§15 Keplerjev problem

Pomembna skupina centralno simetriénih polj so tista s potencialno energijo, ki je obratno so-

razmerna z r, in torej silo, ki je obratno sorazmerna z 2. Primera sta Newtonova gravitacijska

privla¢nost in Coulombova elektrostatska interakcija, ki je lahko privla¢na ali odbojna.
Najprej si oglejmo privlac¢no polje z

U=—-a/r, (15.1)
kjer je a pozitivna konstanta. “Efektivna” potencialna energija

« M?
U = —— 15.2

je prikazana na sliki 10. Ko r — 0, gre Ueg proti +00, ko 7 — 00, pa je Ueg negativna in gre
proti ni¢. Pri r = M?/ma ima minimalno vrednost

Ueftmin = —ma? /2M?. (15.3)

Tir dobimo z uporabo splosne enacbe (14.7). Vanjo vstavimo U = —a/r in izra¢unamo
elementarni integral. Dobimo

(M/r) — (ma/M)

2mE + ™9

¢ = arccos + konstanta.

Izhodisce za kot ¢ si izberemo tako, da je konstanta enaka ni¢. Uvedemo parametra

p=M?*/ma, e=+\/1+(2EM?2/ma?), (15.4)
s katerima lahko enac¢bo za tir zapiSemo kot

p/r =1+ ecos¢. (15.5)
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Uets

—

Slika 10:

To je enacba za stoznico z enim izmed goris¢ v izhodiScu; p je goriséni parameter tira *, e pa

(numeri¢na) ekscentricnost. 1z (15.5) je razvidno, da je izbira izhodis¢a za kot ¢ taksna, da
tocka z ¢ = 0 lezi najblizje izhodis¢u koordinatnega sistema (tocko imenujemo perihelij).

V ekvivalentnem primeru dveh delcev z interakcijo (15.1) je tir vsakega izmed delcev
stoznica z enim goris¢em v teziS¢u obeh delcev.

Iz (15.4) sledi, da je za E < 0 ekscentri¢nost manjsa od 1. Tir je tedaj elipsa (slika 11)
in gibanje je konc¢no, kar je v skladu s predhodnimi ugotovitvami v tem poglavju. S pomocjo
izrekov analiti¢ne geometrije ugotovimo, da sta dolzini velike in male polosi enaki

a=p/(1—e*)=a/2|E|, b=p/V/1-e2=M/\/2m|E|. (15.6)

Slika 11:

Ko je energija najmanjsa, (15.3), je e = 0: elipsa postane kroznica. Opazimo, da je dolzina
velike osi elipse odvisna le od energije delca, ne pa od vrtilne koli¢ine. Najmanjsa in najvecja
razdalja od sredisca polja (v goriscu elipse) sta

Tmin = P/(1 +€) =a(l —e), rmax =p/(1 —e) =a(l+e). (15.7)

Ta izraza, z a in e podanima z enacbama (15.6) in (15.4), lahko seveda dobimo tudi kot korena
enactbe Ueg(r) = E.

‘p="b/a
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Obhodni ¢as po eliptiénem tiru, 7', dobimo na preprost nacin iz zakona o ohranitvi vrtilne
koli¢ine v obliki integrala po povrsini (14.3). Enacbo integriramo po ¢asu od 0 do T, in
dobimo 2mf = TM, kjer je f = mab povrsina elipse. Upostevamo (15.6) in dobimo

T = 21a®?\/m/«
= mar/(m/2|E?).

Dejstvo, da je kvadrat obhodnega c¢asa sorazmeren s kubi¢nim Stevilom linearne dimenzije
orbite, smo dokazali Zze v 10. Zanimiva je ugotovitev, da je obhodni ¢as odvisen samo od
energije delca.

Ko je E > 0, je gibanje neomejeno. Ce je E > 0, je ekscentri¢nost e > 1, tir je hiperbola
z notranjim goris¢em v izhodis¢u koordinatnega sistema (slika 12). Razdalja med goristem
in perihelijem je

(15.8)

Tmin = p/(e +1) = ale — 1), (15.9)
kjer je a = p/(e* — 1) = a/2F “pol-os” hiperbole.

y

Slika 12:

Ce je E = 0, je ekscentriénost e = 1 in delec se giblje po paraboli, katere perihelij je
od gorisca oddaljen za rpin = %p. V tem primeru se gibanje za¢ne z mirujo¢im delcem v
neskonc¢nosti.

Koordinate delca v odvisnosti od ¢asa lahko dobimo s pomodcjo splosne formule (14.6).
Primerno jih je zapisati v parametric¢ni obliki.

Najprej si oglejmo elipticne orbite. Z a in e iz (15.6) in (15.4) lahko integral (14.6)

zapisemo kot
. ['m / rdr
2Bl J /=2 + (a/|E)r — (M?/2m]|E])

_[ma rdr
V « a?e? — (r —a)?

Uporabimo nastavek r — a = —aecos £ in integral se poenostavi:

[ma? ma3 .
t= Y /(1 —ecos&)dé = 7(5 — esin &) + konstanta.
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Cas merimo tako, da je konstanta enaka ni¢. Tedaj imamo naslednjo parametriéno odvi-
snost med 7 in t:

r=a(l —ecosf), t=+/ma®/a(f—esinf), (15.10)

pri ¢emer je ob ¢asu t = 0 delec v periheliju. Tudi kartezi¢ni koordinati x in y (os = je
vzporedna z veliko osjo elipse, os y pa z malo osjo) lahko izrazimo s parametrom &. Iz (15.5)
in (15.10) sledi

ex=p—r=a(l—e*) —a(l —ecos) = ae(cos& — e);
y pa je enak v/r2 — x2. Dobimo torej
x =a(cos —e), y=ay1—e2siné. (15.11)

Obhodu celotne elipse ustreza sprememba parametra £ od 0 do 2.
Povsem analogen racun za hiperboli¢no orbito da

r=a(ecosh{ — 1), t=+/ma?/a(esinh& —§),

(15.12)
x =a(e —cosh§), y=aye?—1sinh¢,
parameter £ pa se v tem primeru spreminja med —oo in +oo.
Oglejmo si e gibanje v odbojnem polju, kjer je
U=a/r, (a>0). (15.13)

Efektivna potencialna energija je

o M?
U = & 4+ 2
of = 7 + 2mr?’

ki monotono pada od 4+oco do 0, ko r spreminjamo od ni¢ do neskonénosti. Energija delca
mora biti pozitivna in gibanje je vedno neomejeno. Racuni so podobni tistim za privla¢no
polje. Tir je hiperbola

p/r = —1+ecos ¢, (15.14)

kjer sta p in 7 ponovno podana z (15.4). Pot delca se pribliza srediséu polja, kot je prikazano
na sliki 13. Razdalja do perihelija je

Tmin = p/(e — 1) = a(e + 1). (15.15)
Casovna odvisnost je podana s parametriénimi ena¢bami

r=a(ecosh{ +1), t=+/ma3/a(esinh& + ),
z =a(coshé +e), y=aye?—1sinhé.

Preden zaklju¢imo ta razdelek bomo dokazali obstoj integrala gibanja za polja oblike U =
a/r (za poljuben predznak koli¢ine o). Z neposrednim izra¢unom se lahko hitro prepri¢amo,
da je koli¢ina

(15.16)

vxM+ar/r (15.17)
konstantna. Njen ¢asovni odvod je v x M + av/r — ar(v - r)/r? ali, ker je M = mr x v,

mr(v-v) —mv(r-v) +av/r —ar(v-r)/r’.
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Slika 13:

V ta izraz vstavimo mv = ar/r? iz gibalne enacbe in ugotovimo, da je izraz enak nic.
Ohranjeni vektor (15.17) kaze v smeri glavne osi, iz goris¢a proti periheliju, njegova dolzina
pa je ae. V to se najlazje prepricamo, ¢e poiS¢emo vrednost vektorja v periheliju.
Poudariti moramo, da je integral gibanja (15.17) enoli¢na funkcija stanja delca (polozaja
in hitrosti), podobno kot M in E. V 50 bomo videli, da dobimo dodatni enoli¢ni integral
gibanja zaradi degeneriranosti gibanja.

NALOGE
NALOGA 1. Dolodi ¢asovno odvisnost koordinat delca z energijo £ = 0, ki se giblje po paraboli v
potencialu U = —a/r.
Resitev: V integralu
b / rdr
V (2a/m)r — (M2 /m?)
opravimo zamenjavo r = M?(1 + n?)/2ma = $p(1 + 7?) in dobimo parametriéno izrazavo iskane

odvisnosti:

1 1 1
r=op(l4n?), t=mpifa- onl+ 5772),

1
v=5p(l - n), y=pn.

Parameter 1 zavzame vrednosti na intervalu od —oo do +oo.

NALOGA 2. Integriraj gibalne enacbe za delec v sredi¢no simetriénem polju

U=—a/r’ (a>0).

Resitev:
1z enacb (14.6) in (14.7) dobimo, ¢e sta ¢ in ¢ merjena na ustrezen naéin,

1. (a)za E>0in M?/2m > o, L = /7322 cos {(i),/l— QJ&‘?},
2. (b)za E>0in M?/2m < a, L = /5 2mE_ sinh {qﬁ 2mo 1],

3. (c)za B < 0in M2/2m < a, = /5225 cosh [0 /238 — 1]

"

|=
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V vseh treh primerih je

1 /1 M2
— 2
t E\/Qm(Er 2m+a).

V primerih (b) in (c) delec “pade” v sredis¢e po poti, ki se bliza izhodiséu, ko gre ¢ — co. Pri dani
vrednosti r traja padec konéno dolgo, in sicer

11\/W+E2 M2
EV2" IV o T TN T |

NALOGA 3. Ko dodamo majhen popravek dU(r) k potencialni energiji U = —a/r, poti konénega
gibanja niso ve¢ sklenjene, temve¢ se po vsakem obhodu perihelij zasuka za majhen kot d¢. Dolo¢i ta
kot za (a) 6U = B/r? in (b) 6U = ~/r3.

Resitev: Ko gre r od rmin do Tmax, se kot ¢ spremeni za (14.10). Ta izraz zapisemo v obliki

0 Tmax M?
A¢ = _2W . \/ZW(E — U) — T‘T dr,
da se izognemo odpravljivi divergenci. V enacbo vstavimo U = —a//r + 6U in integrand razvijemo po
potencah §U; ¢len nicelnega reda da 2, ¢len prvega reda pa nam da iskani popravek d¢:
0 T'max 2mdU d a (2 4
60 = 5o mow dar = 331 (]\7;/ r25Ud¢) : (1)
Tmin \/2m (E—’—%) — %22 0

kjer smo integracijo po r nadomestili z integracijo po ¢ vzdolz poti “nemotenega’ gibanja.

V primeru (a) je integral trivialen: §¢ = —2wfm/M? = —273/ap, kjer je p (15.4) gorigeni
parameter nemotene elipse. V primeru (b) je 726U = ~/r in z uporabo izraza za 1/r (15.5) dobimo
§¢ = —6raym? /M* = —6my/ap?.
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Poglavje 4

Trki med delci

§16 Razpad delcev

Pogosto lahko do pomembnih ugotovitev o lastnostih mehanskih procesov pridemo preprosto
z uporabo zakonov o ohranitvi gibalne koli¢ine in energije. Pomembno se je zavedati, da so
te lastnosti povsem neodvisne od interakcije same.

Oglejmo si “spontan” razpad (torej razpad, ki ni posledica delovanja zunanjih sil) delca v
dva “sestavna dela”, torej v dva delca, ki se po razpadu gibljeta neodvisno.

Proces najlaze opiSemo v opazovalnem sistemu, v katerem delec pred razpadom miruje.
Zakon o ohranitvi gibalne koli¢ine nam pove, da je vsota gibalnih koli¢in delcev, nastalih
ob razpadu, enaka ni¢. Delca se zato po razpadu gibljeta v nasprotnih smereh z enakima
gibalnima koli¢inama. Velikost pg vsake izmed gibalnih koli¢in dobimo iz zakona o ohranitvi

energije:
2 2
Ei = By + 20 4 By + 20
2my 2my;

m1 in my sta masi nastalih delcev, E7; in Fo; njuni notranji energiji, F; pa notranja energija
zacetnega delca. Naj bo € “razpadna energija”, torej razlika

€ = Ez — Eli — EQ/L', (161)

ki mora oc¢itno biti pozitivna. Potem lahko zapiSemo

1,/ 1 1 P2
- - £0 16.2
¢ 2])0 <m1 mg) o2m’ (16.2)

s ¢imer dolo¢imo pp; m je reducirana masa obeh delcev. Hitrosti delcev sta vig = po/m; in

v20 = Po/Ma2.
Sedaj se preselimo v opazovalni sistem, v katerim ima razpadajoci delec na zacetku hitrost
V. Ta opazovalni sistem obicajno imenujemo laboratorijski opazovalni sistem ali sistem L.

navajmo enega izmed nastalih delcev in naj bosta v in vy njegovi hitrosti v sistemih L in 7.
Ocitno velja v =V 4+ vg ali v — V = vy, tako da imamo

v? +V? — 20V cosf = v, (16.3)

kjer je 6 kot, pod katerim se nastali delec giblje glede na hitrost V. Enacba podaja hitrost
delca kot funkcijo smeri njegovega gibanja v sistemu L. Na sliki 14 je hitrost v prikazana z
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42 TRKI MED DELCI 16

vektorjem, ki kaze v poljubno toc¢ko na krogu * s polmerom vy iz tocke A, ki je od sredisca
oddaljena za razdaljo V. Primera V < wg oziroma V > vy sta prikazana na slikah 4.14(a)
oziroma 4.14(b). V prvem primeru ima lahko kot 6 poljubno vrednost, v drugem pa se delec
lahko giblje le naprej pod kotom 6, ki je manjsi od kota 6,,x, doloCenim z

Sin Opax = vo/V; (16.4)
to je kot tangente na krog, ki poteka skozi tocko A.

(a) V < wo (b) V> wo

Slika 14:

Povezavo med kotoma 6 in 0y v sistemih L in T razberemo iz slike 14:

tan @ = vosinby/(vo cos by + V). (16.5)
Ce iz te enacbe izrazimo cos 6y, dobimo
1% V2
cosfy = —— sin® 0 + cos 9\/(1 — —5 sin® 9>. (16.6)

Ce je v > V, je povezava med 6 in # enolicna (glej sliko 4.14(a)). V enacbi (16.6) moramo
izbrati znak plus, tako da je fyp = 0, ko je § = 0. Ce pa je vg < V, je povezava med 6
in 6 dvoli¢na: za vsako vrednost 6 obstajata dve vrednosti 0y, ki ustrezata vektorjema vy,
narisanima iz sredisca kroga v tocki B iz C' (slika 4.14(b)). Vrednosti 6y dobimo, ¢e v enac¢bi
(16.6) upostevamo oba predznaka.

V fiziki obic¢ajno ne obravnavamo razpada enega samega delca, temve¢ razpad vecjega
Stevila enakih delcev. Zanima nas, kaksna je porazdelitev delcev po smeri, energiji itd. Pred-
postavili bomo, da so zacetni delci poljubno usmerjeni v prostoru, torej da so v povprecju
izotropni.

V sistemu 7" nalogo zlahka resimo: vsak nastali delec (dolo¢ene vrste) ima enako energijo,
smeri gibanja pa so izotropno porazdeljene. Slednje je posledica predhodne predpostavke,
da so zacetni delci nakljuéno usmerjeni. Recemo lahko, da je delez delcev, ki odletijo v
smeri diferencialnega prostorskega kota dog, sorazmeren z dog in je torej enak dog/4m.
Porazdelitev po kotu 6y dobimo upostevajo¢ dog = 27 sin 6y dby:

%sin&o dfy. (16.7)

*Bolj natanc¢no: v poljubno toc¢ko na krogli s polmerom vg. Slika 14 prikazuje pre¢ni presek te krogle.
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16 RAZPAD DELCEV 43

Ustrezne porazdelitve v sistemu L dobimo s primerno transformacijo. Izrac¢unajmo na
primer porazdelitev po kineti¢nih energijah v sistemu L. Kvadriramo enacbo v = vg + V
in dobimo v? = v3 4+ V2 + 29V cos 0y, zato je d(cosfy) = d(v?)/2vV. Kineti¢na energija
jeT = %mv2, kjer je m enak mi ali mo, odvisno od tega, kateri delec obravnavamo. To
vstavimo v (16.7) in dobimo iskano porazdelitev:

(1/2muoV)dT. (16.8)

Kineti¢na energija lahko doseze vrednosti med Tiyi, = %m(vo —V)? in Thax = %m(vo + V)2
Iz enacbe (16.8) sledi, da so na tem intervalu delci porazdeljeni enakomerno.

Ko delec razpade na ve¢ kot dva dela, zakoni o ohranitvi energije in gibalne koli¢ine
dopuscajo obcutno ve¢ svobode, kar se tice hitrosti in smeri gibanja nastalih delcev. Energije
delcev v teziS§¢nem sistemu na primer niso ¢isto dolo¢ene, obstaja pa zgornja meja kineti¢ne
energije, ki jo lahko ima katerikoli izmed nastalih delcev. To mejo doloc¢imo za neki delec tako,
da obravnavamo sistem vseh delcev razen izbranega (ki ima, na primer, maso m1). “Notranjo
energijo” sistema oznac¢imo z E.. Iz (16.1) in (16.2) sledi, da je kineti¢na energija delca z maso
my enaka Tip = p3/2mi = (M — m1)(E; — Ey; — E})/M, kjer je M masa zacetnega delca.
Ocitno ima Typ najvecjo vrednost tedaj, ko ima E! najmanjSo. Ta je najmanjsa tedaj, ko se
vsi nastali delci razen izbranega gibljejo z enako hitrostjo. Tedaj je E! kar vsota vrednosti
notranjih energij nastalih delcev, razlika E; — E1; — E! pa je razpadna energija e. Zgornja
meja je zato

TlO,maX = (M — ml)e/M. (169)

NALOGE

NALOGA 1. Poiséi zvezo med 6 in 02 (v laboratorijskem sistemu) po razpadu v dva delca.

Resitev: 'V tezisénem sistemu sta kota povezana z 019 = m — 09. Kot 019 oznac¢imo kar z 6y in
uporabimo enacbo (16.5) za vsakega izmed obeh delcev. Dobimo V + vy cosfy = vigsinfycot ; in
V' — w9g cos Oy = vaog sin By cot B5. 1z teh dveh enacb moramo izlociti 6. V ta namen najprej razresimo
enacbi za cosfy in sin g, izraza kvadriramo in ju izenacimo z ena. Ker je v19/vo9 = ma/my, konéno z
uporabo (16.2) dobimo

(mg/ml) sin2 02 + (ml/mg) sin2 91 — 2sin 91 sin 92 COS(91 + 62)
2e

o se g2
Tt ma)vzo (01 +02).

NALOGA 2. Dolo¢i kotno porazdelitev nastalih delcev v laboratorijskem sistemu.
Resitev: Ce je vy > V, vstavimo enacbo (16.6) s pozitivnim predznakom v ena¢bo (16.7) in dobimo

2 2
%sin&de 0 cosg 4 T (V2/v0%) cos 26

(0<0<m).
vo \/1 —(V2/vy?) sin? 0

Ce je vg < V moramo uposStevati obe mozni zvezi med 0y in #. Ko 6 narasca, ena izmed vrednosti 6
narasca, druga pa upada, zato moramo vzeti razliko (in ne vsoto) obeh izrazov dcosf z razliénima
predznakoma iz (16.6). Tako dobimo

1+ (V?2/vg?) cos 260

sin 6 dé
\/1 — (V2 /142) sin? 0

(0 < 0 < emax)-
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NALOGA 3. Dolo¢i obmoéje dovoljenih vrednosti kota # med smerema nastalih delcev v laboratorij-

skem sistemu.

Resitev: TIskan kot je 8 = 01 + 65, kjer sta 61 in 05 kota, definirana z (16.5) (glej prvo nalogo). Najlaze
izracunamo tangens od 6. Ce poiséemo ekstreme dobljenih izrazov, dobimo naslednja obmo¢ja kota 6,
odvisno od velikost koli¢in V', v1g in veg (predpostavili bomo veg > v19): 0 < 0 < 7 za v1g < V < vgq,
T—0p<O@<mzaV <wyin0< 6 <08yzaV > wvy. Vrednost koli¢ine 6y je podana z izrazom

sin 6y = V(vio + v20)/(V? + v19v20)-

§17 Elastic¢ni trki

Trk delcev je elasticen, ¢e se ob trku notranja stanja delcev ne spremenijo. Ko pri taksnem
trku uporabimo zakon o ohranitvi energije, lahko notranje energije delcev zanemarimo.

Trk dveh delcev najlaze opiSemo v opazovalnem sistemu, v katerem tezisce delcev miruje
(sistem T'). Podobno kot v 16 bomo oznacevali vrednosti koli¢in v tem sistemu s pripono
0. Hitrosti delcev pred trkom sta povezani z njunimi hitrostmi v; in ve v laboratorijskem
sistemu z enacbama vig = mav/(mq + msg) in vog = —myv/(mq + me), kjer je v.= vy — vo
(glej (13.2)).

Zaradi zakona o ohranitvi gibalne koli¢ine ostaneta gibalni koli¢ini obeh delcev po trku
enaki po velikosti in obratnih smeri. Zaradi ohranitve energije se tudi velikost gibalne koli¢ine
ne spremeni. V sistemu 7" zato trk le zavrti vektorja hitrosti, ki ostaneta v nasprotnih smereh
in istih velikosti. Z ng oznac¢imo enotski vektor v smeri hitrosti delca mq po trku. Hitrosti
obeh delcev po trku (kar oznacujemo s ¢rtico) sta

Vip = mavng/(my + ma), Vhy = —myvng/(my + msz). (17.1)

V sistem L se povrnemo tako, da izrazoma dodamo hitrost tezisca V. Hitrosti v sistemu
L sta po trku torej
vl = maouvng/(my + ma) + (myvy + mava)/(m1 + ma),

17.2
vy = —myvng/(mq + ma) + (m1vy + mava)/(my + ma). (17.2)

Iz zakonov o ohranitvi gibalne koli¢ine in energije ne moremo izvedeti ni¢ drugega o trku.
Smer vektorja ng je odvisna od interakcije med delci in od njihovih medsebojnih leg med
trkom.

Dobljene rezultate lahko geometrijsko tolmac¢imo. V ta namen je bolj primerno uporabljati
gibalne koli¢ine namesto hitrosti. Enacbi (17.2) pomnozimo z m; oziroma z msy in dobimo

p} = mwng + my(p1 + p2)/(m1 + ma),

17.3
p/2 = —mung + m2(p1 + p2)/(m1 + m2)’ ( )

kjer je m = mymgy/(mi1 + mg) reducirana masa. NariSemo kroznico s polmerom muv in
uporabimo konstrukeijo, prikazano na sliki 15. Ce je enotski vektor ng v smeri OC, tedaj
vektorja AC in CB predstavljata gibalni koli¢ini p/ in p). Ce sta p; in ps podana, potem so
polmer kroga in tocki A in B povsem doloc¢eni, tocka C pa lahko lezi kjerkoli na kroznici.
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Slika 15: OC =mv AO = " (p; +p2) OB = —"2(p; + ps)

mi-+msg mi1+ma

Bolj podrobno si oglejmo primer, ko eden izmed delcev (na primer tisti z maso mg) pred
trkom miruje. V tem primeru je razdalja OB = map1/(m1 + mga) = mv enaka polmeru, zato
B lezi na kroznici. Vektor AB je enak gibalni koli¢ini p; vpadnega delca pred trkom. Tocka
A lahko lezi v notranjosti kroga (m; < mg) ali zunaj njega (mj > mg). Ustrezni diagrama
sta prikazana na slikah 16a in 16b. Kota 61 in 6> v teh diagramih sta kota med smerema po
trku in smerjo vpadnega delca (torej p1). Sredis¢ni kot, oznacen z x, ki podaja smer ng, je
kot, za katerega se je zasukala smer gibanja delca mj v sistemu 1. Iz slike razberemo, da
lahko kota 61 in 0y izrazimo s kotom y:

Mo sin x 1

tanf = ——————>— O = —(m — v). 17.4
ano mi + mocosy’ 2 2(7r X) (174)

(a) m1 < ma (b) m1 > me

Slika 16: AB =py; AO/OB =m;j/my

Zapisemo lahko tudi enacbi, ki podajata hitrosti obeh delcev po trku, izrazeni z x:

2 2419 2 1
_ \/m1 + ma® + 2mima COSXU’ vy = _amv ~X. (17.5)
m1 +ma 2

U1
mi + ms

Vsota 01 + 02 je kot med smerema gibanja delcev po trku. Ocitno je 61 + 02 > %777 ce je
my < meo, in 1 + 0y < %7‘(, ¢e je my1 > ma.
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Ce se delca po trku gibljeta v isti ali v nasprotnih si smereh (Gelni trk), imamo x = T,
torej tocka C' lezi na premeru kroga med O in A (slika 4.16(b); p} in p) sta v isti smeri) ali
med ?7 (slika 4.16(a); p} in p) sta v nasprotnih si smereh).

V tem primeru sta hitrosti po trku

2
, Vo = A, (17.6)
mi1 + mso mi + mso

/ miyp—ma
vVi=———V

Vrednost koli¢ine vo’ je tedaj najvecja, zato je najvecja energija, ki jo lahko dobi delec, ki na
zacetku miruje, enaka

2 dmima

Ey == ! = —-F 17.7
2 max 2m2U2 max (ml T m2)2 1y ( )

kjer je E1 = %mlvlz zacetna energija vpadnega delca.

Ce je mi; < ma, ima lahko hitrost delca m; po trku poljubno smer. Ce pa je m; >
msa, potem se lahko ta delec ukloni iz svoje zaCetne smeri le za kot, manjsi od Opax; ta
najvecCja vrednost kota 67 ustreza taksnemu polozaju tocke C, da je AC tangenta na kroznico
(slika 4.16(b)). Ocitno je

sin Opax = OC/OA = ma/m;. (17.8)

Trk med dvema delcema z enako maso, pri ¢emer eden na zacetku miruje, je prav posebno
enostaven. V tem primeru lezita tocki A in B obe na krogu (slika 17).

Slika 17:
Tedaj je
T by = S(r — ) (17.9)
1= 2X7 2 = 2 T™—=X) .
v’ = vcos X vy = vsin X (17.10)

Po trku se delca gibljeta pravokotno eden na drugega.

NALOGA
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NALOGA Izrazi hitrosti obeh delcev po trku med gibajo¢im se delcem (m;) in mirujoéim (ms) delcem

z njunima smerema gibanja v laboratorijskem sistemu.
Resitev: Iz slika 16 razberemo, da je py’ = 20B cosfy ali vo' = 2v(m/ms) cosfy. Gibalna koli¢ina
p1’ = AC je podana z OC? = AO? + p/*> — 240 - py’ cos 6, ali

Od tod dobimo

/
(%) mq 1 .
— = cosh; £ ————\/mo2 —my2sin? b;;
v mi + mo mi + mo

¢e je m1 > mo, sta mozna oba predznaka, ¢e pa je mg > mq, je predznak vedno pozitiven.

§18 Sipanje

V prejsnjem razdelku smo ugotovili, da moramo za popoln izra¢un posledic trka med dvema
delcema (torej kota x) resiti gibalne enacbe, v katerih upostevamo interakcijo med delcema.

Najprej si bomo ogledali ekvivalenten primer uklona delca z maso m, ki se giblje v polju
U(r), katerega srediice je nepremicno (in ustreza tezis¢u obeh delcev v izhodiséni nalogi).

Kot smo pokazali v § 14, je pot delca v centralnem polju simetri¢na glede na daljico, ki
povezuje center polja z najblizjo tocko na tiru (OA na sliki 18). Obe asimptoti sta naklonjeni
pod istim kotom (imenujmo ga ¢g) glede na to daljico. Kot y, za katerega se delec odkloni
na svoji poti mimo centra polja, lahko razberemo iz slike 18 in je enak

X = I — 26o]. (18.1)

Slika 18:

Kot ¢ dobimo iz enacbe (14.7):

o0 (M/r?)dr

roin \/2m[E — U(r)] — M2/r?’ (18.2)

¢o =

kjer integriramo od najblizje tocke A do neskonénosti. V mislih moramo imeti, da je ryin
nic¢la radikala v imenovalcu ulomka pod integralom.
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Pri neskonénem gibanju, s katerim imamo tukaj opravka, je prikladno, da namesto kon-
stant £/ in M uporabimo hitrost delca v neskonc¢nosti v, in vpadni parameter p. To je dolzina
pravokotnice na smer v, iz srediséa O, torej razdalja, pri kateri bi delec letel mimo sredisca,
¢e ne bi bilo sile polja (slika 18). Energijo in vrtilno koli¢ino lahko s tema koli¢inama zapisemo
kot

1
E = imvooQ, M = mpus, (18.3)

enacba (18.2) pa postane

* (p/r) dr |
ruin /L= (P2]72) — (U mvec?)

To vstavimo v (18.1) in dobimo y v odvisnosti od p.

V fiziki nas navadno ne zanima uklon enega samega delca, temve¢ sipanje curka enakih
delcev, ki na sipalec padajo z enako hitrostjo v.,. Razli¢ni delci v curku imajo razlicne vpadne
parametre in se sipajo pod razliénimi koti x. Naj bo dN stevilo delcev, ki se sipajo na enoto
casa pod koti med y in x+ dy. To stevilo samo po sebi ni primerno za opis sipalnega procesa,
saj je sorazmerno z gostoto vpadnega toka. Zato uporabimo koli¢ino

¢o =

(18.4)

do = dN/n, (18.5)

kjer je n stevilo delcev, ki na enoto ¢asa preletijo skozi enoto povrsine v preseku curka (pred-
postavimo, da je curek homogen po preseku). Koli¢ina do ima dimenzije plos¢ine in se
imenuje efektivni sipalni presek. Sipalni presek je povsem dolocen s sipalnim poljem in je
najpomembnejsa karakteristika sipalnega procesa.

Predpostavili bomo, da je povezava med x in p enoli¢na; taksno povezavo imamo, Ce je
sipalni kot monotono padajoca funkcija vpadnega parametra. V tem primeru se samo delci,
katerih vpadni parametri lezijo med p(x) in p(x) + dp(x), sipajo pod koti med x in x + dy.
Stevilo taksnih delcev je enak zmnozku gostote n in ploi¢ine prstana s polmerom med p in
p+ dp, torej dN = 27pdp - n. Efektivni presek je torej

do = 2mpdp. (18.6)
Odvisnost med do in sipalnim kotom dobimo, ¢e prej$njo enacbo zapisemo kot

do = 27p(x)| dp(x)/ dx| dx. (18.7)

Uporabili smo absolutno vrednost odvoda dp/ dy, saj je odvod lahko negativen (in ponavadi
tudi je). Pogosto dp izrazimo z diferencialom prostorskega kota do namesto z diferencialom
ravninskega kota dy. Prostorski kot med kotoma x in x + dx je do = 2wsin xdy. Zato iz
(18.7) sledi

p(x) | dp

d pr—
7 siny | dy

do. (18.8)

Vrnimo se sedaj k sipanju curka delcev na delcih, ki na zacetku mirujejo (do tu smo
obravnavali sipanje na nepremi¢nem potencialu). Enacba (18.7) podaja efektivni sipalni
presek v tezis¢nem sistemu. Ustrezno enacbo, kjer kot spremenljivka nastopa sipalni kot
0 v laboratorijskem sistemu, dobimo, ¢e izrazimo x v enacbi (18.7) s € s pomocjo izraza
(17.4). Tako dobimo izraza tako za sipalni presek vpadnega curka delcev (x izrazimo kot
funkcijo 6;) kot za sipalni presek delcev, ki na zacetku mirujejo (y izrazimo kot funkcijo 62).
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NALOGE

NALOGA 1. Doloci efektivni sipalni presek za delce, ki se sipajo na popolnoma togi krogli s polmerom
a (za popolnoma togo kroglo velja U = co zar < ain U =0 za r > a).

Resitev: Ker se delec giblje prosto zunaj krogle, ne more pa vanjo prodreti, je pot sestavljena iz dve
ravnih ¢rt, ki sta simetri¢ni glede na polpremico iz sredis¢a krogle, ki gre skozi tocko, kjer delec zadane
kroglo (slika 19). Iz slike 19 lahko jasno razberemo, da velja

. 1 1
p=asingy = as1n§(7r —Xx) = acos 2X-

Slika 19:
To vstavimo v (18.7) ali (18.8) in dobimo

1 1
do = §7Ta2 sinydyx = ZaZ do, (1)

kar pomeni, da je sipanje izotropno v tezi§¢nem sistemu. Z integracijo po vseh kotih ugotovimo, da je
o = ma?, kar je v skladu s tem, da je “obmo¢je trka”, ki ga mora delec zadeti, da se lahko sipa, kar
enako ¢elnemu preseku krogle.

V laboratorijski sistem se preselimo tako, da x izrazimo z 6 z uporabo izraza (17.4). Izrac¢uni so
zaradi formalne podobnosti med ena¢bama (17.4) in (16.5) povsem analogni tistim iz druge naloge v
§ 16. Ce je m1 < mo (kjer je m;1 masa delca, mo pa masa krogle), velja

1+ (my/m2)? cos 26,

\/1 — (mq/ms)? sin? 6,

2

1
doy = 1 2(my/mz) cos by + dos,

kjer je do; = 2w sin 6, db;. Ce pa je mo < mq, potem velja

1,1 2 cos 20
doy = =a? + (ma/ma)" cos 20, doj.

2 \/1 — (my/mg)? sin” 6

Ce je m1 = mg, dobimo do; = a2| cos 01| doq, kar lahko dobimo tudi tako, da vstavimo y = 26 iz
(17.9) v enacbo (1).
Za kroglo, ki na zacetku miruje, je x = m — 2605, zato v vseh primerih dobimo iz enacbe (1)

doy = a?| cos 03| dos.
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NALOGA 2. Izrazi efektivni sipalni presek iz prve naloge kot funkcijo energije ¢, ki jo izgubi sipani
delec.

Resitev: Energija, ki jo izgubi delec z maso m1, je enaka energiji, ki jo pridobi krogla z maso ms.
Iz (17.5) in (17.7) dobimo € = Ey’ = [2m;%ma/(mq + ms)?|vee? sin® %X = €max SIN> %X, od koder sledi
de = %emax sin ydy. Ko to vstavimo v (1) iz prve naloge, dobimo do = 7a?de/epax. Porazdelitev
izgubljene energije je enakomerna po € od 0 do € .

NALOGA 3. Doloci efektivni sipalni presek kot funkcijo hitrosti vy, za delce, ki se sipajo v polju
U~r™".

Resitev: Ce je potencialna energija homogena funkcija reda k = —n, po (10.3) velja za podobne poti
pr~ v 2 ali p = voo_2/"f(x), pri éemer je kot odklona x enak za podobne poti. Ce to vstavimo v
(18.6), dobimo do ~ v, 4™ do.

NALOGA 4. Dolo¢i efektivni sipalni presek za delec, ki pada proti srediséu polja U = —a/r2.
Resitev:  Proti srediséu “padejo” tisti delci, za katere je 2a > mp?vs? (glej (14.11)), torej tisti,
katerih parameter trka ni veéji od pmax = v/20/mus.2. Efektivni sipalni presek je torej o = T Pmax> =
270/ M 2.

NALOGA 5. Enako kot v prejsnji nalogi, vendar za polje U = —a/r™ (n > 2, a > 0).

Regitev: Efektivna potencialna energija Uog = mp?vs2/2r% — a/r™ je odvisna od r, kot je prikazano
na sliki 20. Najvecja energija je

1
Ueff,max =0y = 5(71 — 2)a(mp2ym2/an)n/(n*2)'

Ueff

Uo

Slika 20:

V sredisce padejo tisti delci, katerih energija je ve¢ja od Uy. 1z pogoja Uy = E dobimo ppax, od
tod pa
o =mn(n—2)2"/"(a/mus2)?/".

NALOGA 6. Doloci efektivni sipalni presek za trk delca z maso m; v kroglo z maso ms in polmerom
R. Delec in telo se privlacita v skladu z Newtonovim zakonom.
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Resitev: Pogoj, da delec pride do krogle, je rmin < R, kjer rmin ustreza tocki na poti, ki je najblizja
sredis¢u krogle. Najve¢ja mozna vrednost p je podana z ryi, = R; to je enako Ueg(R) = E ali
$M1V00? prmax/ R? — a/ R = $mivs?, Kjer je o = ymymy (v je gravitacijska konstanta), poleg tega
pa smo uporabili priblizek m ~ m; ob predpostavki, da je my > m;. Razresimo za pyay> in konéno
dobimo o = TR?(1 + 2yma/Rvs?). Ko gre v, — 00, gre efektivni sipalni presek seveda proti
geometrijskemu ¢elnemu preseku krogle.

NALOGA 7. Doloci obliko sipalnega polja U(r), ¢e poznamo efektivni sipalni presek kot funkcijo
sipalnega kota pri dani energiji F. Pri tem predpostavimo, da je U(r) enolicno padajoca funkcija
(odbojno polje) z U(0) > E in U(oo) = 0 (O. B. Firsov, 1953).
Resitev: Z integracijo do po sipalnem kotu dobimo po enacbi

/ (do/dx)dx = mp” (1)
X
kvadrat parametra trka, zato je p(x) (in torej x(p)) poznana funkcija.
Postavimo
s=1/r, k=1/p*, w=+/1-(U/E). (2)

Enacbi (18.1),(18.2) lahko tedaj zapisemo kot

L

; (3)

= [ =

kjer je so(z) koren enacbe zw?(sg) — 592 = 0.
Enacba (3) je integralska enacba za funkcijo w(s) in jo lahko integriramo z metodo, podobno tisti
iz § 12. Obe strani enacbe (3) delimo z v/a — z in integriramo po z od 0 do a. Dobimo

[ e [ e
so(z) o zds
- / /mo) NETE - sixa —2)

so(@) g
= 7'(/ -,
0 w

ko pa integriramo Se levo stran po delih, sledi

a d so(a) d
71'\/&7/ \/ozfxd—xdx:ﬂ'/ )
0 0

x w

Ta izraz odvajamo po «, so(a) pa nadomestimo kar z s; ob tem « nadomestimo z s /w?, rezultat pa
lahko v diferencialni obliki zapisemo kot

52 Jw? ") dk
wd(s/w)—%d(ﬁ/w?) X8 oy ds

0 V(2w -k
ali .
s%/w X/(K) dk
0 V(2 w?) — K
To enacbo lahko preprosto integriramo, ¢e zamenjamo vrstni red integracije na desni. Ker moramo pri
s =0 (torej r — 00) imeti w = 1 (oziroma U = 0), lahko zapiSemo dve ekvivalentni obliki kon¢nega

—rdlogw = d(s/w)

Mehanika, v. 1



52 TRKI MED DELCI 19

rezultata (pri tem se vrnemo k zaetnima spremenljivkama r in p):

w=exp [i | o~ o ax/ ) dp}

w

— exp [1 > x(p)dp ] @

T S /p2—7’2w2

Ta enacba implicitno doloéa funkcijo w(r) (torej tudi U(r)) za vse r > rmi,, torej na obmocju vrednosti
r, ki jih lahko doseze sipan delec z energijo F.

§19 Rutherfordova formula

Eden izmed najpomembnejsih primerov uporabe zgoraj izpeljanih enacb je obravnava nabitih
delcev v Coulombovem polju. V (18.4) vstavimo U = a//r in izra¢unamo elementarni integral.
Dobimo

a/muse?p
VI+ (@/muc?p)?’

od koder sledi p? = (a?/m?vso?) tan? ¢y, ali (ée upostevamo ¢o = 3(m — x), enacba (18.1))

¢ = arccos

1
p? = (a?/m?vs?) cot? 25X (19.1)

Ta izraz odvajamo po y in ga vstavimo v (18.7) oziroma (18.8) in dobimo

1 1
do = m(a/muse?)? cos X dy/ sin® 25X (19.2)
oziroma
2,2 gl
do = (a/2mv“)* do/ sin 2 X (19.3)

To je Rutherfordova formula. Efektivni presek je neodvisen od predznaka koli¢ine «, zato
rezultat velja tako za odbojno kot privla¢no Coulombovo polje.

Formula (19.3) podaja efektivni presek v opazovalnem sistemu, v katerem tezis¢e intera-
girajocih delcev miruje. V laboratorijski sistem se preselimo z uporabo enacbe (17.4). Za
delce, ki na zacetku mirujejo, v ena¢bo (19.2) vstavimo y = 7 — 26, in dobimo

doy = 27m(a/muse?)? sin By dfy/ cos® By

19.4
= (a/mso?)? dog/ cos® fy. (19.4)
Ista transformacija za vpadne delce v splosnem vodi do zelo kompleksnega izraza, zato si
bomo ogledali le dva posebna primera.
Ce je masa sipalca my velika v primerjavi z maso sipanih delcev m1, je x & 0 in m ~ my,
tako da je

1
d0'1 = (04/4E1)2 dol/sin4 591, (19.5)

2

kjer je 1 = %mlvoo energija vpadnega delca.
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Ce sta masi obeh delcev enaki (mi = mo, m = $my), potem iz (17.9) sledi y = 26;. To
vstavimo v (19.2) in dobimo

do; = 27T(a/E1)2 cosfy dby/ sin® 64

5 4 (19.6)

= (a/E1)* cosfy doy/ sin® 0.
Ce sta delca povsem identi¢na, po trku ne moremo vedeti, kateri delec je bil na zacetku pri
miru. Skupni efektivni presek za vse delce dobimo kot vsoto do; in dog, koli¢ini 81 in 6 pa
nadomestimo z njuno enotno vrednostjo 6:

do = (o) Fy)? <s1nl4¢9 + C()sl49> cos 6 do. (19.7)

Vrnimo se k splosni formuli (19.2) in z njeno pomocjo dolo¢imo porazdelitev sipanih delcev
po energiji, ki so jo ob trku izgubili. Za poljubni masi sipanega delca (m1) in sipalca (ms) je
hitrost, ki jo doseze sipalec, podana s kotom sipanja v tezisénem sistemu kot vy’ = [2my /(m1+
m2)|vso Sin %X? glej (17.5). Energija, ki jo pridobi mg in izgubi mq, je torej e = %m202’2 =
(2m?2 /m2)vse? sin? 2. Koli¢ino sin 1y izrazimo z € in jo vstavimo v (19.2). Sledi

do = 271(a® /mavs?) de /€. (19.8)

To je iskana enacba, ki podaja efektivni sipalni presek kot funkcijo izgubljene energije € (ta
ima vrednosti med 0 in epnay = 2m%v002/ma.

NALOGE

NALOGA 1. Izra¢unaj efektivni sipalni presek za sipanje v polju U = a/7? (o > 0).
Resitev: Kot odklona je

1

x=m|l—
V14 20/ mp?us?

Efektivni sipalni presek

NALOGA 2. Doloci efektivni sipalni presek za sipanje na krogelni “potencialni jami” s polmerom a,
katere “globina” je Uy (torej polje, za katerega velja U =0zar > ain U = —Up zar < a).

Resitev: Delec se giba po ravni ¢rti, ki se lomi ob vstopu v jamo in ob izstopu iz nje. V nalogi v
§ 7 smo ugotovili, da sta vpadni kot « in kot loma § (slika 21) povezana z sina/sin 8 = n, kjer je

n = /14 2Up/mvs2. Celotni kot odklona je x = 2(a — ). Od tod dobimo

sin(a — $x) 1 1 1
— =~ =cos-x —cotasin -y = —.
sin o 2 2 n

Ce odpravimo « iz te enacbe in iz enacbe asin o = p, ki jo lahko preprosto razberemo iz skice, dobimo

zvezo med p in x:
221
2 2 n®sin” 5x

=a )
n?+1—2ncos3x
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7 odvajanjem koncno dobimo efektivni sipalni presek:

a?n? (ncosiy —1)(n—cosiy)

= do.
4cosix  (n?+1—2ncosiy)?

do

Kot x zavzame vrednosti od 0 (za p = 0) do xmax (za p = a), kjer je cos 3 Xmax = 1/n.

Celotni efektivni sipalni presek, ki ga dobimo z integracijo do po vseh kotih v notranjosti stozca

X < Xmax, j€ seveda enak geometrijskemu sipalnemu preseku wa?.

Slika 21:

§20 Sipanje za majhen kot

Izracun sipalnega preseka se mocno poenostavi, ¢e obravnavamo le tiste trke, pri katerih je
parameter trka velik, tako da je polje U §ibko in koti odklona majhni. Ra¢unamo lahko kar
v laboratorijskem sistemu, uporaba tezis¢nega sistema ni potrebna.

Os z izberemo v smeri zacetne gibalne koli¢ine sipanega delca m; in naj bo zy ravnina
sipanja. S p} ozna¢imo gibalno koli¢ino delca po sipanju. Ocitno velja sinf; = py,’/p1’.
Pri majhnih odklonih lahko sin #; priblizno nadomestimo s 61, p1’ v imenovalcu pa z zacetno
gibalno koli¢ino p; = mivse:

91 ~ ply’/mlvoo. (201)
Ker je p, = F,, je celotni porast gibalne koli¢ine v smeri y enak
oo
Py = / F, dt. (20.2)
—0o0

Sila Fy je enaka Fy, = —0U/0y = —(dU/dr)0r/0y = —(dU/dr)y/r.
Ker integral (20.2) ze vsebuje majhno koli¢ino U, ga lahko v istem redu priblizka izra¢unamo
ob predpostavki, da se delec sploh ne odkloni iz svoje zacetne poti, torej da se premika po

premici y = p z enakomerno hitrostjo vs. Zato v (20.2) vstavimo Fy, = —(dU/dr)p/r in
dt = dz/vs. Dobimo
, p /OO dU dz
py =—— [ ——
Voo J_oo AT T

Konéno zamenjamo integracijo po z z integracijo po 7. Ker je pri ravni poti r? = p? 4 22,
se r spreminja od oo do p in nazaj, ko se x spreminja od —oo do +oo. Integral po x zato
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postane dvakratnik integrala po r od p do co. Velja Se dx = rdr/y/r? — p?. Sipalni kot 64
zato dobimo iz enacbe * 5 © QU q

0, = P — / 777“’ (20.3)

mlvoo o dr /r2 — P>

kar je oblika funkcije 61 (p) za majhne odklone. Efektivni sipalni presek v sistemu L dobimo
z (18.8), kamor namesto y vstavimo 61, in kjer sin §; nadomestimo z 6;:
dp
do,

PO 4, (20.4)

do =
o o,

NALOGE

NALOGA 1. Izpelji enacbo (20.3) iz (18.4).
Resitev: Da se izognemo nepotrebnim divergencam, zapisemo (18.4) kot

P> 2
o = — \/ - U}dr

pri ¢emer za zgornjo integracijsko mejo vzamemo neko veliko koli¢ino R, ki jo bomo na koncu izpeljave
poslali proti neskonénosti. Ker je U majhna koli¢ina, lahko koren razvijemo po potencah U. Priblizno
lahko zamenjamo 7y, z p. Tako dobimo:

R _ pdr 8 e U(r)dr
r2y/1 — 2/1"2 Mves2\/1— p2 /12
Prvi integral gre proti %ﬂ', ko gre R — oo. Drugi integral izracunamo po delih in dobimo

77—2¢>0_2—/ ARl _p dU

MUso2

B / U dr
n mvoo2 o dr r_pz'

bo =

To je enako izrazu (20.3).

NALOGA 2. Dolo¢i efektivni sipalni presek za sipanje pod majhnim kotom v polju U = a/r™ (n > 0).
Resitev: 1z (20.3) dobimo
2pan [ dr

mivee? J, 1y /r2 — p2

Z zamenjavo p?/r? = u integral prevedemo na funkcijo beta, ki jo izrazimo s funkcijo gama:

207  T(3n+3)
M1V 2p" F(%n) '

0, =

0, =

Izrazimo p z 67 in to vstavimo v (20.4), pa dobimo

20/l (in+1) o 17"

1
n I'(3n) M1 Voo

do = 91—2—2/71 doy.

*Ce to izpeljavo opravimo v tezisénem sistemu, je dobljeni izraz za x enak, le da je m; nadomescen z m,
kar je skladno z dejstvom, da sta pri majhnih kotih odklona 6, in x povezana z 61 = max/(m1 + m2) (glej
(17.4)).
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Majhna nihanja

§21 Prosto nihanje v eni dimenziji

Zelo pogosta oblika gibanja mehanskega sistema je majhno nihanje sistema okoli stabilne rav-
novesne lege. Najprej si bomo ogledali najbolj preprost primer sistema z eno samo prostostno
stopnjo.

Stabilna ravnovesna lega sistema je polozaj, v katerem je potencialna energija sistema
U(q) minimalna. Odmik iz te lege povzroci silo —dU/ dg, ki vraca sistem v ravnovesje. Naj
bo ravnovesna vrednost posplosene koordinate g enaka ¢gg. Pri majhnih odmikih iz ravnovesne
lege zadostuje, da obdrzimo prvi od ni¢ razli¢éni ¢len v razvoju razlike U(q)—U(qo) po potencah
q—qo- Obicajno je to kvadratni ¢len: U(q)—U(qp) = %k(q—qo)z, kjer je k pozitiven koeficient,
enak vrednosti drugega odvoda U"”(q) v tocki ¢ = qo. Potencialno energijo bomo merili glede
na njeno najmanjso vrednost, torej postavimo U(gp) = 0 in vpeljemo okrajsavo

T =q—q (21.1)

za odmik koordinate iz njene ravnovesne vrednosti. Dobimo

Ulz) = ~ka®. (21.2)

Kineti¢na energija sistema z eno prostostno stopnjo je v sploSnem oblike %a(q)q2 =

%a(q)m‘z. V okviru istega reda priblizka lahko funkcijo a(q) nadomestimo z njeno vredno-

stjo v tocki ¢ = go. Vpeljemo okrajsavo a(qp) = m * in dobimo naslednji zapis Lagrangeve
funkcije sistema, ki §ibko niha v eni dimenziji f

1 1
L= 5m:‘ﬁ - §kx2. (21.3)
Ustrezna enacba gibanja je
ma + kx = 0, (21.4)
ali
i+ wlr =0, (21.5)

*Omeniti moramo, da koli¢cina m predstavlja maso le tedaj, ko je x kartezi¢na koordinata.
tTaksen sistem pogosto imenujemo enodimenzionalno nihalo.
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kjer je
k
w=4/—. (21.6)

m

Neodvisni resitvi linearne diferencialne enacbe (21.5) sta funkciji coswt in sinwt, zato se
splosna resitev glasi
x = c¢1 coswt + casinwt. (21.7)

Ta izraz lahko zapiSsemo v obliki
x = acos(wt + «). (21.8)

Ker je cos(wt+a) = cos wt cos a—sin wt sin o, dobimo s primerjavo z (21.7) naslednjo povezavo
med konstantama a in « ter ¢; in c¢o:

a=+\c1?+c?, tana = —ca/c. (21.9)

V blizini ravnovesne lege sistem torej niha harmoni¢no. Koeficient a periodi¢ne funkcije
v (21.8) se imenuje amplituda nihanja, argument funkcije kosinus pa je faza nihanja; « je
zacetna vrednost faze in je ocitno odvisna od izbire izhodis¢a za merjenje ¢asa. Koli¢ina w
se imenuje kotna frekvenca nihanja; v teoreti¢ni fiziki jo obi¢ajno imenujemo preprosto kar
frekvenca in ta dogovor bomo upostevali tudi v nadaljevanju.

Frekvenca je osnovna karakteristika nihanja in je neodvisna od zacetnih pogojev giba-
nja. Enacba (21.6) pove, da je frekvenca povsem dolocena z lastnostmi mehanskega sistema
samega. Poudariti pa moramo, da je ta lastnost frekvence odvisna od predpostavke, da je
nihanje majhno, in da ne velja ve¢ v vi§jih redih priblizka. Matemati¢no je to posledica tega,
da je potencialna energija kvadratna funkcija koordinate. *

Energija sistema, ki Sibko niha, je ' = %ma'?Q + %ka:2 = %m(aﬁQ + w?2?), ali, ¢e vstavimo
(21.8),

1
E= 5mw%ﬂ. (21.10)

Energija je sorazmerna kvadratu amplitude.
Casovno odvisnost koordinate sistema, ki niha, pogosto elegantno zapisemo kot realni del
kompleksnega izraza:
xz = R[A exp(iwt)], (21.11)

kjer je A kompleksna konstanta; ¢e zapisemo
A = aexp(ia), (21.12)

dobimo izraz (21.8). Konstanta A se imenuje kompleksna amplituda; njena absolutna vre-
dnost je obicajna amplituda, argument pa je zacetna faza.

Uporaba eksponentnih faktorjev je enostavnejsa kot uporaba trigonometrijskih, saj se nji-
hova oblika pri odvajanju ne spremeni. Ce so vse uporabljene operacije linearne (sestevanje,
mnozZenje s konstanto, odvajanje, integriranje), lahko pisanje znaka & med ra¢unanjem opu-
stimo in ga upostevamo Sele pri konénem rezultatu.

NALOGE

*Zato ne velja dobro, ¢e ima funkcija U(z) pri = 0 minimum visjega reda, na primer e je U ~ 2" z
n > 2; glej § 11, Naloga 2(a).
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NALOGA 1. Izrazi amplitudo in zacetno fazo nihanja z zaetno koordinato xg in zacetno hitrostjo
V.
Resitev: a = \/x0? + v02/w? tana = —vy/wxg.

NALOGA 2. Doloéi razmerje med frekvencama nihanja w in w’ dveh dvoatomskih molekul, ki sta

sestavljeni iz razli¢nih izotopov, pri ¢emer so mase atomov my, ms in my’, mo’.
Resitev:  Ker atomi izotopov interagirajo na enak nacin, je k = k’. Koeficienta m v izrazih za
kineti¢no energijo molekul sta njihovi reducirani masi. Iz (21.6) tako dobimo

w' \/mlmQ(m1’+m2’)

w my1'meo’ (my + my)’

NALOGA 3. Doloci frekvenco nihanja delca z maso m, ki se lahko prosto giba vzdolz ravne ¢rte, in
ki je z vzmetjo pritrjen na tocko A (slika 22). Tocka A je od ¢rte oddaljena za . Vzmet raztegnemo
na dolzino [ s silo F'.

Slika 22:

Resitev: Potencialna energija vzmeti je (do ¢lenov najnizjega reda) enaka sili F'; pomnoZzeni z raz-
tezkom vzmeti 8. Za x < [ velja §l = I2 + 22 — [ = 22/2l, zato je U = Fz?/2l. Ker je kineti¢na
energija enaka %m:ﬁ, od tod sledi w = /F/ml.

NALOGA 4. Kot v tretji nalogi, tokrat za delec z maso m, ki se giblje po kroznici s polmerom r
(slika 23).
Resitev: 'V tem primeru je raztezek vzmeti enak (e je ¢ < 1)

Sl=r2+(I+7)2—2r(I+r)cosp — L~ r(l+71)p?/2.
Kineti¢na energija je T = %mr2¢2, frekvenca pa je torej w = /F(r +1)/mrl.

NALOGA 5. Dolodi frekvenco nihanja nihala, prikazanega na sliki 2 (§ 5). Nihalo je pritrjeno na maso

my, ki se lahko v vodoravni smeri prosto giblje.
Resitev: Za ¢ < 1 dobimo z enacbo, izpeljano v tretji nalogi v § 14,
1 : 1
T = §m1m212¢2/(m1 +ma), U= imgglch.
Od tod dobimo
g(mi +ms)

w = _—.
mll
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Slika 23:

NALOGA 6. Doloci obliko krivulje, ki ima to lastnost, da frekvenca nihanja (pod vplivom sile teznosti)
delca na njej ni odvisna od amplitude.
Resitev: Krivulja z iskano lastnostjo mora biti taksna, da je potencialna energija delca, ki se giblje
po njej, enaka U = %ksz, kjer je s loéna dolzina, merjena iz ravnovesne lege. Kineti¢na energija je
T = %méQ, kjer je m masa delca. Frekvenca je tedaj w = y/k/m, ne glede na zacetno vrednost
koordinate s.

V polju sile teznosti je U = mgy, kjer je y navpicna koordinata. Veljati mora %ksz = mgy ali
y = w?s?/2g. Ker je ds? = daz? + dy?, od tod sledi

w=/\/(dS/dy)2—1dy=/\/(g/2w2y)—1dy~

Integracija po zamenjavi y = g(1 — cos £)/4w? postane preprosta, dobimo pa x = g(£ +sin€)/4w?. Ta
dva izraza sta parametricna enacba za iskano krivuljo, ki je cikloida.

§22 Vsiljeno nihanje

Oglejmo si nihanje sistema, na katerega deluje spremenljiva zunanja sila. TakSna nihanja
imenujemo vsiljena, medtem ko nihanja, obravnavana v prejsnjem razdelku, imenujemo pro-
sta. Nihanja naj bodo ponovno majhna, kar pomeni tudi, da mora biti zunanje polje Sibko,
saj bi sicer odmik z lahko dosegel prevelike vrednosti.

Sistem naj ima sedaj poleg potencialne energije %kmz dodatno potencialno energijo U,(z, t),
ki je posledica delovanja zunanjega polja. Dodatni ¢len razvijemo po potencah majhne koli¢ine
x in dobimo Ue(x,t) = Uc(0,t) + 2[0U./Ox]z=0. Prvi ¢len je odvisen samo od Casa, zato ga
lahko v Lagrangevi funkciji izpustimo, saj je totalni ¢asovni odvod neke druge funkcije ¢asa.
V preostalem ¢lenu je —[0U + e/0x]y—p zunanja “sila”, ki deluje na sistem v ravnovesni legi,

Mehanika, v. 1



60 MAJHNA NIHANJA 22

in je podana funkcija ¢asa, ki jo ozna¢imo z F'(t). Potencialna energija torej vsebuje dodatni
¢len —xF(t), zato se Lagrangeva funkcija sistema glasi

1 1
L= 5m:i;2 — §kx2 +2F(t). (22.1)

Ustrezna enacba gibanja je ma + kx = F(t) ali
i+ wiz = F(t)/m, (22.2)

kjer smo ponovno vpeljali frekvenco prostega nihanja w.

Splosna resitev te nehomogene linearne diferencialne enacbe s konstantnimi koeficienti je
r = xo+1, Kjer je xg splosna resitev ustrezne homogene enacbe, x1 pa je partikularna resitev
nehomogene enacbe. Tukaj je xg kar prosto nihanje, opisano v 21.

Oglejmo si primer, ki je Se posebno zanimiv, ko je zunanja sila periodi¢na funkcija casa z
neko frekvenco ~:

F(t) = fcos(yt+ B). (22.3)

Is¢emo partikularno resitev enacbe (22.2) oblike 21 = bcos(yt + () z enakim periodi¢nim
faktorjem. Nastavek vstavimo v ena¢bo in dobimo b = f/m(w? — 42); pristejemo &e resitev
homogene enacbe in dobimo splosni integral oblike

x = acos(wt + ) + [f/m(w? —v?)] cos(yt + B). (22.4)

Poljubni konstanti a in o dobimo iz zacetnih pogojev.

Sistem se pod vplivom periodi¢ne zunanje sile giblje kot kombinacija dveh nihanj, enega
z lastno frekvenco sistema w, drugega s frekvenco zunanje sile ~.

Resitev (22.4) ne velja, ko nastopi resonanca, torej ko je frekvenca zunanje sile v enaka
lastni frekvenci sistema w. SploSno resitev enacbe gibanja v tem primeru dobimo, ¢e (22.4)
zapiSemo v obliki

x = acos(wt +a) + [f/m(w? = y2)][cos(yt + B) — cos(wt + B)],

kjer ima a sedaj druga¢no vrednost. Ko gre v — w, je drugi ¢len nedolocen, in sicer je oblike
0/0. To nedolocenost razresimo z uporabo 1'Hospitalovega pravila in dobimo

x = acos(wt + a) + (f/2mw)tsin(wt + ). (22.5)

Amplituda nihanja v resonanci narasc¢a linearno s ¢asom (dokler nihanje ni ve¢ majhno in
celotna zgornja teorija postane neveljavna).

Oglejmo si lastnosti majhnega nihanja v blizini resonance, kjer je v = w+¢€ in je e majhna
koli¢ina. Splosno reSitev zapisemo v kompleksni obliki

x = Aexpliwt) + Bexpli(w + €)t] = [A + Bexp(iet)] exp(iwt). (22.6)

Ker se koli¢ina A + Bexp(iet) le malo spremeni v ¢asu ene periode 27 /w faktorja exp(iwt),
lahko gibanje v blizini resonance smatramo kot majhno nihanje s spremenljivo amplitudo. *
To amplitudo ozna¢imo s C' in dobimo C' = |A + Bexp(iet)|. Koli¢ini A in B zapiSemo v
obliki a exp(ia) in bexp(if), pa dobimo

C? = a® +b* + 2abcos(et + B — a). (22.7)

* “Konstantni” ¢len v fazi nihala se tudi spreminja.
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Amplituda se torej spreminja periodi¢no s frekvenco € med |a—b| in a+b. Ta pojav se imenuje
utripanje.

Enacbo gibanja (22.2) lahko integriramo v zakljuceni obliki za poljubno zunanje polje
F(t). To hitro dosezemo, ¢e enacbo zapisemo v obliki

d 1
a(az +iwx) — iw(T + iwz) = EF(t)
ali

d¢/dt —iwg = F(t)/m, (22.8)
kjer je

€ =i+ iws (22.9)

kompleksna koli¢ina. Enacba (22.8) je prvega reda. Njena resitev, ¢e desno stran nado-
mestimo z ni¢, je enaka { = Aexp(iwt) s konstantnim A. Kot prej bomo resitev neho-
mogene enacbe poiskali z nastavkom £ = A(t) exp(iwt). Za funkcijo A(t) dobimo enacbo
A(t) = F(t) exp(—iwt)/m. Po integraciji dobimo resitev za (22.9):

¢ = exp(iwt) { /0 t %F(t) excp(—icwt) dt + 50} , (22.10)

kjer je vrednost integracijske konstante &y enaka vrednosti & ob casu t = 0. To je iskana
splosna resitev; funkcijo z(¢) dobimo kot imaginarni del izraza (22.10), deljenim z w. *

Energija sistema, ki niha pod vplivom zunanje sile, se ne ohranja, ker sistem dobiva
energijo iz izvira zunanje sile. Dolo¢imo energijo, ki jo sprejme sistem v celotnem ¢asu, ob
predpostavki, da je zacetna energija enaka ni¢. Iz enacbe (22.10) razberemo, ¢e spodnjo
integracijsko mejo postavimo na —oo namesto na 0 in zahtevamo &(—o0) = 0, da imamo v
limiti ¢t — oo

€(o0)? = /oo P8 exp(—iwt) dt|
m? | ) oo
Energija sistema je
Jop %m(iQ +uw?) = %m|§]2. (22.11)

Vstavimo |£(00)|? in dobimo preneseno energijo

2

1 oo
E = - ‘/Oo F(t) exp(—iwt) dt| ; (22.12)

ta energija je torej kvadrat amplitude Fourierove komponente sile F(t), katere frekvenca je
lastna frekvenca sistema.

V posebnem primeru, ko zunanja sila deluje zelo kratek ¢as v primerjavi z 1/w, lahko
uporabimo priblizek exp(—iwt) = 1. Potem je

E:% (/_ZF(t)dt)Q.

Rezultat je pricakovan: kratkotrajna sila da sistemu gibalno koli¢ino [ F d¢, ne da bi pov-
zrocila opazen premik.

*Silo F'(t) moramo seveda zapisati z realno funkcijo.
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NALOGE

NALOGA 1. Doloci vsiljeno nihanje sistema pod vplivom sile F(t) naslednjih sil, ¢e ob ¢asu t = 0
sistem miruje v ravnovesni legi (z = & = 0):

1. (a) F = Fp, konstanta,

2. (b) F = at,

3. (c) F = Fyexp(—at),

4. (d) F = Fyexp(—at) cos ft.
Resitev:

1. (a) * = (Fp/mw?)(1 — coswt). Konstantna sila na nihalo vpliva tako, da zamakne njegovo
ravnovesno lego, okoli katere nihalo niha.

2. (b) x = (a/mw?)(wt — sin wt).
3. () & = [Fo/m(w? + o?)][exp(—at) — coswt + (a/w) sin wt].

4. (d) z = Fo{—(w?+a?—B?) coswt+ (a/w)(w? +a? + B?) sin wt +exp(—at)[(w? + a2 — 32) cos Bt —
2aBsin Bt]}/ml(w? + o? + B?)? + 402 3?].

Zadnji primer najlaze obravnavamo, ¢e silo zapiSemo v kompleksni obliki kot

F = Fyexp[(—a +if)t].

NALOGA 2. Doloéi konéno amplitudo nihanja sistema, na katerega deluje sila, ki je enaka ni¢ pred
t=0,0odt=0dot=T je enaka Fyt/T, pozneje pa je enaka Fj (slika 24). Sistem do ¢asa t = 0

miruje v ravnovesni legi.

I
I
I
I
I
I
:

T

Slika, 24:

Resitev: Naintervalu 0 < t < T je nihanje dolo¢eno z za¢etnim pogojem, dobimo x = (Fy/mTw?)(wt—
sinwt). Za t > T reSitev nastavimo v obliki

r=cicosw(t —T) +casinw(t — T) + Fy/mw?.

Ker sta funkciji « in @ ob t = T zvezni, dobimo ¢; = —(Fy/mTw?)sinwT, ca = (Fo/mTw?)(1 —
coswT). Amplituda nihanja je a = v/¢12 + 22 = (2Fy/mTw?) sin %wT. Amplituda je tem manjsa,
¢im pocasneje vkljucimo silo Fy (torej ¢im vecji je T').

NALOGA 3. Isto kot v prejsnji nalogi, tokrat za silo Fy, ki deluje le koncen cas T (slika 25).
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T

Slika 25:

Resitev: Do resitve lahko pridemo po podobni poti kot v drugi nalogi, Se laze pa z uporabo enacbe
(22.10). Za t > T sistem niha okoli = 0. Velja

Fo . 4 .
& = — exp(iwt) exp(—iwt) dt
m 0

Fy
= 1-— —iwT ywt).
iwm[ exp(—iwT)] exp(iwt)

Iz kvadrata modula koli¢ine ¢ dobimo amplitudo a s pomoéjo zveze [£|? = aw?:

1
a = (2F,/mw)?sin in.

NALOGA 4. Kot v drugi nalogi, vendar za silo Fyt/T', ki deluje med ¢asom ¢t = 0 in ¢t = T (slika 26).

F

T

Slika 26:

Resitev: Po enakem postopku dobimo

a = (Fo/Tmw?)\/w?T? — 2wT sinwT + 2(1 — coswT).

NALOGA 5. Kot v drugi nalogi, za silo Fysinwt, ki deluje od ¢ =0 do t =T = 27 /w (slika 27).
Resitev: Ce v (22.10) vstavimo F(t) = Fysinwt = Fylexp(iwt) — exp(—iwt)]/2i in integriramo od 0
do T, dobimo a = Fyr/mw?.
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N

Slika 27:

§23 Nihanje sistema z ve¢ prostostnimi stopnjami

Teorija prostega nihanja sistema z s prostostnimi stopnjami je analogna teoriji za s = 1 v 21.
Naj ima potencialna energija sistema U kot funkcija posplosenih koordinat ¢; (i = 1,2,...,s)
minimum pri ¢; = g;o. Vpeljemo
Ti = i — Gio (23.1)

za majhne odmike iz ravnovesja in razvijemo U po potencah z; do kvadratnih ¢lenov. Dobljena
potencialna energija je pozitivno definitna kvadratna forma

1
U= Zk: kipzizy, (23.2)

kjer smo ponovno privzeli, da je najmanjSa vrednost potencialne energije enaka ni¢. Ker
koeficienta k;i in kg; stojita pred isto koli¢ino x;xg, lahko smatramo, da sta enaka: k;p = kg;.

V izraz za kineti¢no energijo, katerega splosna oblika je %Zaik(q)qiq'k (glej (5.5)), po-
stavimo ¢; = g0 v koeficiente a; in a;;(go) oznacimo z my. Kinetiéno energijo lahko tedaj
zapiSemo kot pozitivno definitno kvadratno formo

1 .
B Z MiRTi T (23.3)
ik

Tudi koeficiente m;, lahko vedno smatramo kot simetri¢ne: m;, = my;. Lagrangevo funkcijo
sistema, ki Sibko niha okoli ravnovesne lege, lahko torej zapiSemo kot

1

L= 5 Zk:(mlkl‘lwk — k‘lkl‘zl'k) (23.4)
1y

Sedaj pois¢imo enacbe gibanja. Ustrezne odvode bomo dobili tako, da najprej zapiSemo
totalni diferencial Lagrangeve funkcije:
1 . L
dL = 5 Z(mzkacl day + myedr do; — ks doey — kjexw d.’L‘Z)
ik
Ker je vrednost vsote o¢itno neodvisna od poimenovanja indeksov, lahko v prvem in tretjem
¢lenu zamenjamo ¢ in k. Ce uposStevamo Se simetrijo koli¢in m;; in ki, dobimo

AL = " (mipiy i — kipag dz;).
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Sledi
OL/0%; = Z midy, OL/0r; = — Z ki
% 2

Lagrangeve enacbe so torej

> made+ Y kgrp =0 (i=1,2,...,s) (23.5)
k k

in tvorijo sistem s linearnih homogenih diferencialnih ena¢b s konstantnimi koeficienti.
Kot obi¢ajno bomo s neznanih funkcij zx(t) poiskali z nastavkom

xp = Ag exp(iwt), (23.6)

kjer so Ay konstante, ki jih bomo morali dolo¢iti. Nastavke (23.6) vstavimo v (23.5) in
okrajsamo c¢len exp(iwt). Dobimo sistem linearnih homogenih algebrajskih enacb, ki jim
morajo zadostiti koeficienti Ay:

Z(—wzmik + kzk)Ak = 0. (23.7)
k

Sistem je resljiv, ¢e je determinanta koeficientov enaka nic,
ki — w?mgg| = 0. (23.8)

To je karakteristicna enaé¢ba in je s-te stopnje po spremenljivki w?. V splosnem ima s razliénih
realnih pozitivnih korenov w,? (o = 1,2,...,s); v nekaterih primerih lahko nekateri koreni
sovpadajo. Te koli¢ine w, so karakteristicne ali lastne frekvence sistema.

Iz fizikalnih razlogov je ocitno, da so koreni enacbe (23.8) realni in pozitivni. Prisotnost
imaginarnega dela pri w bi vodila k eksponentno narascajoc¢im ali upadajo¢im faktorjem v
¢asovni odvisnosti koordinat zj (23.6) in hitrosti 4. Taksnih faktorjev ne sme biti, saj bi
se sicer skupna energija sistema FE = U + T' s ¢asom spreminjala, kar bi bilo v nasprotju z
zakonom o ohranitvi energije.

Do istega sklepa lahko pridemo tudi po ¢isto matemati¢ni poti. Enacbo (23.7) po-
mnozimo z A;* in seStejemo po i. Dobimo Y (—w?my; + kix)A;*Ar = 0, od koder sledi
w? = Y kg AFAr/) Y. mipAi* A Kvadratni formi v $tevcu in v imenovalcu sta realni, ker
so koeficienti ki in myy, realni in simetricni: (3 ki A" Ag)* = Y kinAiAL = > ki AiAj =
> kirAjAj. Formi sta poleg tega tudi pozitivno definitni, zato je w? pozitiven. *

Poznane frekvence w, vstavimo v enacbe (23.7) in dobimo ustrezne koeficiente Aj. Ce
so vsi koreni karakteristicne enacbe w, med seboj razlitni, so koeficienti Ay sorazmerni z
minorji determinante (23.8) z w = w,. Te minorje oznac¢imo z Ag,. Partikularna resitev
diferencialnih enacb (23.5) je torej xp = AgaCoexpl(iwat), kjer je C, poljubna kompleksna
konstanta.

Splosna resitev je vsota s partikularnih resitev. Ce vzamemo realni del, dobimo

=R Z Ak Cq expliwgt) = Z ALa©a, (23.9)
«

a=1

*Da je kvadratna forma s koeficienti k;, pozitivno definitna, je razvidno iz definicije (23.2) za realne vrednosti
spremenljivk. Ce kompleksne kolicine Ay eksplicitno zapisemo v obliki aj + ibx, zaradi simetrije koeficientov
kir ponovno velja > kixAi"Ar = > kik(as — bi) X (ar + ibr) = > kikasar + Y kikbibi, kar je vsota dveh
pozitivno definitnih kvadratnih form.
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kjer je
Oq = R[Cy exp(iwat)]. (23.10)
Casovni potek vsake izmed koordinat sistema je torej superpozicija s harmoni¢nih peri-
odi¢nih nihanj ©1, 09, ..., O, s poljubnimi amplitudami in fazami, toda z natan¢no dolo¢enimi
frekvencami.

Zanima nas, ¢e si je mozno izbrati taksne posploSene koordinate, da bo vsaka nihala z
eno samo frekvenco. Oblika splosne resitve (23.9) nas pripelje do resitve. Ce si s enach
(23.9) predstavljamo kot sistem enacb za s neznank O, lahko ©1,0,,..., Oy izrazimo s ko-
ordinatami x1, za, ..., xs. Koli¢ine ©, lahko torej smatramo kot nove posploSene koordinate,
imenovane normalne koordinate, ki opravljajo preprosta harmoni¢na nihanja, ki jim pravimo
normalna nihanja.

Normalne koordinate ©, so po definiciji resitve enacb

Op + Wa’O4 = 0. (23.11)

To pomeni, da enacbe gibanja v normalnih koordinatah tvorijo sistem s neodvisnih enagb.
Pospesek vsake izmed normalnih koordinat je odvisen le od vrednosti te iste koordinate,
casovni potek vsake izmed koordinat pa je povsem doloc¢en z zacetno vrednostjo koordinate
in ustrezne hitrosti. 7 drugimi besedami, normalna nihanja sistema so povsem neodvisna
med seboj.

Ocitno je Lagrangeva funkcija, zapisana z normalnimi koordinatami, vsota izrazov za
nihanje v eni dimenziji z eno izmed frekvenc w,. Lagrangeva funkcija je torej

1 )
L=>Y" ima(@i — wWa?04,2), (23.12)

kjer so mg, pozitivni koeficienti. V jeziku matematike to pomeni, da smo s transformacijo
(23.9) socasno diagonalizirali obe kvadratni formi — kineti¢no energijo (23.3) in potencialno
energijo (23.2).

Normalne koordinate obic¢ajno izberemo tako, da so koeficienti kvadratov hitrosti v La-
grangevi funkciji enaki eni polovici. To lahko dosezemo s preprosto definicijo novih normalnih
koordinat

Qo = VMaOa. (23.13)
Tedaj imamo

L= 30 - w?Qa?)
o

Zgornjo razpravo moramo nekoliko popraviti, kadar nekateri koreni karakteristicne enacbe
sovpadajo. Splosna oblika resitve (23.9) (23.10) se ne spremeni in ima enako stevilo ¢lenov, s,
le da koeficienti Ag,, ki ustrezajo veckratnim korenom, sedaj niso ve¢ minorji determinante,
ki so v tem primeru enaki nic¢. *

Vsaka veckratna (ali degenerirana) frekvenca ustreza stevilu normalnih koordinat, enakem
veckratnosti, toda izbira teh koordinat ni ve¢ enoliéna. Normalne koordinate z enakim w,
v kinetiéni in potencialni energiji nastopajo kot vsote ) Qa in Q42 ki se transformirajo

*V splosnem integralu ne more biti ¢lenov, ki vsebujejo potence Casa in eksponentne faktorje, kar lahko
dokazemo na podoben nac¢in kot to, da so frekvence realne: taksni ¢leni bi namre¢ krsili zakon o ohranitvi
energije.
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na enak nacin, in ki jih lahko linearno transformiramo na poljuben nacin, ki ne spremeni teh
vsot kvadratov.

Normalne koordinate zelo preprosto pois¢emo za tridimenzionalno nihanje delca v konstan-
tnem zunanjem polju. Izhodisée kartezicnega koordinatnega sistema postavimo v minimum
potencialne energije U(x,y, z), to energijo razvijemo v kvadratno formo spremenljivk z, y in
z, kineti¢na energija T = %m(nr:2 + 92 4+ #%) pa ni odvisna od usmerjenosti koordinatnih osi.
Zadostuje torej, da s primerno izbiro koordinatnih osi diagonaliziramo potencialno energijo.
Tedaj velja

1 1
L=gm (*+9°+2%) — < (k1x2 + koy® + k32?) . (23.14)
Normalna nihanja so v smereh osi z, y in z in imajo frekvence w; = \/ki/m, wo = \/ka/m

in wg = y/k3/m. V posebnem primeru centralno simetri¢nega polja (k1 = ko = ks = k,U =
1I<:r ) so vse tri frekvence enake (glej tretjo nalogo).

Z uporabo normalnih koordinat je mozno obravnavo vsiljenega nihanja v sistemu z vec
kot eno prostostno stopnjo poenostaviti na ve¢ nalog vsiljenega nihanja v eni dimenziji. La-
grangeva funkcija sistema, vkljuéno s spremenljivim zunanjim poljem, je

L=1Lo+» Fut)a, (23.15)

kjer je Lo Lagrangeva funkcija za prosta nihala. Koordinate x; nadomestimo z normalnimi
koordinatami in dobimo

L= % ;(Qg —walQu?) + Za; fa()Qa, (23.16)

pri cemer smo vpeljali zapis
fat) = Fr(t)Ara/ /Mo,
k

Ustrezne enachbe gibanja

Qoz + wOC2QOé = foe(t) (2317)

vsebujejo vsaka le po eno neznano funkcijo Q4 ().

NALOGE

NALOGA 1. Kaksno je nihanje sistema z dvema prostostnima stopnjama, katerega Lagrangeva funk-
cija je L = £(#% + 9%) — jwo*(2? + y?) + axy (imamo torej dva enaka enodimenzionalna sistema z

lastno frekvenco wo, ki sta sklopljena z interakcijo —axy).
Regitev: Enachi gibanja sta & + wo?r = ay in § + wo?y = ax. Z nastavkom (23.6) dobimo

Ap(wo? —w?) = ad,, Ay(wo® —w?) = aA,. (1)
Karakteristicna enacba je (wp? — w?)? = a2, od koder dobimo w;? = wp? — @, ws? = wo? + a. Za
w = w; nam enacba (1) da A, = A,, za w = wy pa Ay, = —A,. Zato je x = (1 + Q2)/V2 in
y = (Q1 — Q2)/Vv2. Koeficienta 1/+/2 dobimo ob normalizaciji normalnih koordinat, tako kot v enacbi
(23.13).
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Ce je a < wp? (3ibka sklopitev), velja w; ~ wy— %a/wo, wo ~ wy + %a/wo. Spreminjanje koordinat
x in y je v tem primeru superpozicija dveh nihanj s skoraj enako frekvenco, torej utripanje s frekvenco
we — w1 = a/wp (glej § 22). Amplituda nihanja y je najmanjsa, ko je amplituda nihanja x najvec¢ja in
nasprotno.

NALOGA 2. Doloé¢i majhna nihanja ravninskega dvojnega nihala (slika 1, § 5).
Resitev: Pri majhnih odmikih (¢7 < 1, ¢o < 2) Lagrangeva funkcija, izpeljana v prvi nalogi v § 5,
postane

L= %(ml +ma)l1 %% + %mzhgflﬁ + maliladipa — %(ml +ma)glir® — %m29l2¢22-
Enacbi gibanja sta
(m1 + ma)l1d1 + malay + (my + ma)gdy =0, 119 + laga + gda = 0.
Z nastavkom (23.6) dobimo
Ar(my +ma)(g — hiw?) — Asw?maly =0, —Ajlw? + As(g — lbw?) = 0.
Korena karakteristicne enacbe sta

, 2 g (m1 + m2)(ll + 12) +vmq + mg\/(ml + mg)(ll + 12)2 — 4m11112:| .

w2 = 2m1l1l2

Ko gre m; — oo, postaneta frekvenci enaki 1/g/l; in \/g/ls, kar ustreza neodvisnemu nihanju posa-
meznega nihala.

NALOGA 3. Doloci pot delca v srediséno simetricnem potencialu U = %er (to je prostorsko nihalo).
Resitev: Tako kot pri vseh gibanjih v srediséno simetriénih potencialih tudi tukaj pot lezi v ravnini.
Naj bo to ravnina xy. Spreminjanje vsake izmed koordinat x in y je preprosto nihanje z isto frekvenco
w = +k/m: x = acos(wt + ), y = beos(wt + f) ali z = acos¢p, y = cos(¢ + ) = bcosdcos¢p —
bsin ¢ sin ¢, kjer je ¢ = wt + a, § = § — . Razre§imo za cos ¢ in sin ¢ in njuna kvadrata izena¢imo z
ena, pa dobimo enacbo poti:
2 2
2—2 + gg—z — %cosé = sin? 4.

To je elipsa s srediséem v izhodiséu. * Ce je 6 = 0 ali § = 7, pot postane kar daljica.

§24 Nihanje molekul

V interagirajoem sistemu, ki ni v zunanjem polju, niso vse prostostne stopnje povezane z
nihanjem. Tipi¢en primer so molekule. Poleg gibanj, pri katerih atomi nihajo okoli svojih
ravnovesnih leg v molekuli, se lahko celotna molekula giblje premoc¢rtno ali pa se vrti okoli
svoje osi kot celota.

Tri prostostne stopnje pripadejo prememu gibanju in v splosnem enako stevilo tudi vrtil-
nemu gibanju, tako da izmed 3n prostostnih stopenj n-atomske molekule, 3n — 6 prostostnih
stopenj sodeluje v nihanju. Poseben primer so molekule, v katerih lezijo atomi na isti premici.
V tem primeru obstajata le dve vrtilni prostostni stopnji (ker vrtenje okoli premice, na kateri
lezijo atomi, ne spremeni nicesar), zato obstaja 3n — 5 nihajnih prostostnih stopenj.

*Dejstvo, da je pot v polju s potencialno energijo U = %er sklenjena krivulja, smo omenili ze v § 14.
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Primerno je, ¢e se takoj reSimo premega in vrtilnega gibanja. S prvim opravimo tako, da
postavimo skupno gibalno koli¢ino molekule na ni¢. Ker ta pogoj pomeni, da tezis¢e molekule
miruje, ga lahko izrazimo tudi z zahtevo, da se koordinate teziS¢a ne spreminjajo s ¢asom.
PiSemo r, = rq + ug, kjer je ro, krajevni vektor ravnovesnega polozaja a-tega atoma in u,
odmik iz te lege. Pogoj > mgr, = konst. = > mgryo lahko zapisemo kot

> mau, =0. (24.1)

Vrtenje molekule izlo¢imo iz obravnave tako, da postavimo vrtilno koli¢ino na ni¢. Ker
vrtilna koli¢ina ni totalni ¢asovni odvod kaksne funkcije koordinat, tega pogoja v sploSnem
ne moremo izraziti z zahtevo, da naj bo ta funkcija identi¢no enaka ni¢. V primeru majhnih
nihanj pa to lahko storimo. Ponovno pisemo r, = ry9 + U, in zanemarimo majhne koli¢ine
drugega reda premikov u,. Vrtilno koli¢ino molekule zapisemo kot

M= Zmara X Vg = Zmarao X u, = (d/ dt) Zmarao X Ug.
V istem priblizku je pogoj, da je M = 0, enak

> matag x ug =0, (24.2)

pri tem pa si lahko izhodis¢e poljubno izberemo.

Normalna nihanja molekule lahko razvrstimo glede na gibanja atomov, ¢e upoStevamo
simetrijske lastnosti ravnovesnih leg atomov v molekuli. Obstaja splosen pristop k temu, ki
temelji na teoriji grup. To bomo opisali drugje. * Tu bomo obravnavali le nekaj osnovnih
primerov.

Ce vseh n atomov molekule lezi v eni sami ravnini, potem lahko lo¢imo med normalnimi
nihanji, pri katerih atomi ostanejo v ravnini, in tistimi, pri katerih to ne drzi. Stevilo nihanj
vsake vrste lahko hitro ugotovimo. Pri ravninskem gibanju obstaja 2n prostostnih stopenj,
od katerih sta dve premi in ena vrtilna, zato je Stevilo normalnih nihanj, pri katerih atomi
ostanejo v ravnini, enako 2n — 3. Preostalih (3n — 6) — (2n — 3) = n — 3 nihajnih prostostnih
stopenj pripada nihanjem, pri katerih se atomi gibajo izven ravnine.

Pri linearnih molekulah lahko lo¢imo longitudinalna nihanja, pri katerih molekula ostane
linearna, od nihanj, pri katerih se atomi oddaljijo od premice. Ker gibanje n delcev v eni
dimenziji ustreza n prostostnim stopnjam, od katerih je ena prema, je Stevilo nihajnih na¢inov,
pri katerih atomi ostanejo na premici, enako n — 1. Ker je skupno stevilo nihajnih na¢inov
linearne molekule enako 3n — 5, obstaja 2n — 4 nihanj, pri katerih atomi zapustijo premico.
Ti 2n — 4 nihajni nacini pa imajo le n — 2 razli¢nih frekvenc, ker lahko vsako nihanje poteka
v dveh med seboj pravokotnih ravninah skozi os molekule. Iz simetrijskih razlogov je o¢itno,
da morajo taksni pari nihajnih nac¢inov imeti iste frekvence.

NALOGE

T

NALOGA 1. Doloci frekvence nihanj simetri¢ne linearne triatomske molekule ABA (slika 28). Pred-
postavimo, da je potencialna energija molekule odvisna le od razdalj AB in BA, ter od kota ABA.

*Glej Kvantna mehanika, § 100.

tIzracune nihajnih naginov bolj kompleksnih molekul lahko bralec najde v M. v. VOL’KENSHTEIN,
M. A; EL’YASHEVICH in B. I. STEPANOV, Molecular Vibrations (Kolebaniya molekul), Moskva, 1949;
G. HERZBERG, Molecular spectra and Molecular Structure: Infra-red and Raman Spectra of Polyatomic
Molecules, Van Nostrand, New York, 1945.
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3 2 1
1 1

o O L

A B A

aa J

Slika 28:

Resitev: Vzdolzni premiki atomov z1, 2 in &3 so po enacbi (24.1) povezani z m4 (1 +x3)+mpay = 0.
S to enacbo iz Lagrangeve funkcije za vzdolzno gibanje izlo¢imo spremenljivko xo:

1 ) . 1 ) 1
L= imA(x% + x%) + gmeg - ikl[(xl - x2)2 + (3 — £C2)2],

in vpeljemo novi koordinati Q, = r1 + x3, Qs = 1 — 3. Dobimo

ki p?
4mB2

_ pma
4mB

L=ty Ay g2 Mo,
kjer je 4 = 2m4 +mp masa molekule. Vidimo, da sta @, in @ (nenormalizirani) normalni koordinati.
Koordinata @, ustreza nihanju, ki je antisimetri¢no glede na sredis¢ée molekule (z7 = x3; slika 28a), s
frekvenco w, = v/ki1p/mamp. Koordinata (s ustreza simetriénemu nihanju (z; = —x3; slika 28b) s
frekvenco wg = y/k1/ma.

Pre¢ni odmiki atomov y1, y2,ys so po (24.1) in (24.2) povezani z ma(y1 +y2) + mpy2 =0, y1 = y3
(to je simetricno upogibanje molekule; slika 28c). Potencialno energijo nihanja lahko zapisemo kot
k21262, kjer je & odstopanje kota ABA od vrednosti 7, ki je podano z odmiki kot & = [(y1 — y2) +

(y3 — y2)]/1. Ce izrazimo 1, ys,y3 z §, dobimo Lagrangevo funkcijo za preéno gibanje:

1 . . 1 . 1
L= §mA(yf +93) + §mBy§ - §k21252

— Ml%? _ lk 1252
4/1 9 2 9

od koder dobimo frekvenco wgo = 4/ Tfjir‘;

NALOGA 2. Kot v prvi nalogi, tokrat za molekulo ABA trikotne oblike (slika 29).
Resitev: 1z enacb (24.1) in (24.2) sledi, da so komponente premikov atomov u v smereh z in y
povezane z

ma(x1 + x3) + mpra =0,
ma(y1 +y3) + mpy2 = 0,

(y1 —ys3)sina — (1 +x3)cosa = 0.

Spremembe 47 in §ls razdalj AB in BA dobimo tako, da izra¢unamo komponente vektorjev u; — us
in us — uy vzdolz teh smeri:

0ly = (x1 — x2) sina + (y1 — y2) cos

0ly = —(x3 — z2) sina + (y3 — y2) cos a.
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Slika 29:

Spremembo kota ABA dobimo tako, da izracunamo komponente teh vektorjev v smereh, pravokotnih
na AB in BA:

1 . 1 .
0= 7[(331 —xg)cosa — (y1 — y2) sina + 7[—(3&3 — ) cosa — (y3 — y2) sin .
Lagrangeva funkcija molekule je

1 1 1 1
L= imA(uf +ud) + 5mBug - §k1(5l12 + 015%) — 51@1252.

Vpeljemo koordinate Q, = x1 + 3, ¢s1 = T1 — T3 in ¢so = y1 + y3. Komponente vektorjev

u lahko zapisemo s temi koordinatami kot z; = %(Qa + gs1), x3 = %(Qa —gs1), T2 = —mAQ./mp,
Y1 = %(%2 +Qq cota), yz = %(qsg—Qa cot o) in yo = —mags2/mp. Lagrangeva funkcija ima naslednjo
obliko:

1 2 1 2
— <k1Q,” (mA + - ) (1 + 204 gin? > -
4 mp sin” « mp

1 1 2
- *%12(161 sin? o + 2ks cos? ) — fq522'u—(k1 cos? a + 2k sin? a)+
4 4 m32

+ 51952 K (2ko — k1) sin acos av.
2mB

Vidimo torej, da koordinata @, ustreza normalnemu nihanju, ki je antisimetri¢no glede na os y (x1 =
x3, Y1 = —ys; slika 29a), in ima frekvenco

Koordinati gs1 in gso skupaj ustrezata dvema nihajnima na¢inoma, ki sta simetricna glede na os y
(r1 = —x3, y1 = ys; slika (29)b,c), katerih frekvenci wy; in wgy sta podani s korenoma kvadratne
karakteristi¢ne enacbe (po spremenljivki w?):

k 2 2k 2 2ukik
wh —w? [1 (1+ mAcos2a>+2<1+ mAsin2a>]+'u212:0'
ma mp ma mp ma mp
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1, 1,

1
L
A

CSRORN)

3
|
C
Slika 30:

Ce je a = m, postanejo vse tri frekvence enake tistim iz prve naloge.

NALOGA 3. Kot v prvi nalogi, vendar za nesimetri¢no linearno molekulo ABC' (slika 30).
Resitev: Vzdolzni (z) in precni (y) premiki atomov so povezani z

max1 +mpra +mex3z =0, mayr +mpys +mcys =0,

maliyr = mclays.

Potencialna energija raztezanja in ukrivljanja lahko zapiSemo kot %k1(6l1)2 + %]{le(alg)Q + %]{7212(527
kjer je 21 = l; + l5. S podobnim izratunom kot v prvi nalogi dobimo

ko2 (132 152 42
Wt2=222(1+2+)
11715 mc maA  MB

za preéno nihanje in kvadratno enaébo (za spremenljivko w?)

1 1 1 1 kky'
) 9 ()
ma mp mp mc mampmc

za frekvenci wy; in wys vzdolZznega nihanja.

§25 DusSeno nihanje

Predhodno smo tiho privzeli, da gibanje poteka v vakuumu, oziroma da lahko zanemarimo
ucinek okoliske snovi (medija) na gibanje. Ko se telo giba v snovi, ta zavira gibanje in ga
upocasnjuje. Energija premikajocega se telesa se porazgubi (disipira) in se pretvori v toploto.

Gibanje v tem primeru ni izkljuéno mehanski proces, upostevati moramo tudi gibanje
okoliske snovi in notranje toplotno stanje tako medija kot telesa. V sploSnem ne moremo
trditi, da je pospesek premikajocega se telesa odvisen le od koordinat in hitrosti ob danem
trenutku, zato enacbe gibanja v mehanskem pomenu izraza ne obstajajo. Zato obravnava
gibanja telesa v mediju ne spada v mehaniko.

Obstaja pa skupina primerov, v katerih lahko gibanje v snovi priblizno opiSemo z upostevanjem
dodatnih ¢lenov v enacbah mehanskega gibanja. Med taksne primere $tejemo nihanja s fre-
kvencami, ki so majhne v primerjavi s frekvencami disipacijskih procesov v okoligki snovi.
Ce je ta pogoj izpolnjen, lahko smatramo, da na telo deluje sila trenja, ki je pri danem
homogenem mediju odvisna le od hitrosti telesa.

Ce je poleg tega hitrost majhna, lahko silo trenja razvijemo po potencah hitrosti. Clen
nicelnega reda v tem razvoju je enak ni¢, saj sila trenja ne deluje na telo, ki miruje. Prvi
od ni¢ razli¢ni ¢len je prvega reda. Zato lahko posploseno silo trenja fi;, ki deluje na sistem,
ki sibko niha v eni dimenziji, zapisemo v obliki fi, = —ai, kjer je a pozitiven koeficient,
negativni predznak pa pomeni, da sila deluje v nasprotni smeri od hitrosti. To silo dodamo
na desno stran enacbe gibanja in dobimo (glej (21.4))

mi = —kr — at. (25.1)
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Delimo z m in vpeljemo
E/m=wo?, a/m =2\ (25.2)

wp je frekvenca prostega nihanja sistema v odsotnosti trenja, A pa je koeficient duSenja ali
dekrement *.
Enacbo zapiSemo v obliki
&+ 20\ + wo’z = 0. (25.3)

Ponovno igéemo resitev z nastavkom z = exp(rt). Za r dobimo karakteristi¢no enaébo 2 +
21 +wp? = 0, od koder sledi r1 2 = —\ & /A2 — wp?. Splosna resitev enacbe (25.3) je

x = ¢y exp(rit) + co exp(rat).

Lo¢iti moramo med dvema razliénima primeroma. Ce je A < wp, imamo dve kompleksno
konjugirani vrednosti za r. Splosno resitev enacbe gibanja lahko tedaj zapisemo kot

x = R{Aexp[—At + iV wo? — A?t]},
kjer je A poljubna kompleksna konstanta, ali kot
x = aexp(—At) cos(wt + a), (25.4)

kjer je w = vwp? — A2, a in « pa sta realni konstanti. Gibanje, ki ga opisujeta ti formuli, je
duseno nihanje. OpiSemo ga lahko kot harmoni¢no nihanje z eksponentno upadajoco ampli-
tudo. Hitrost upadanja amplitude podaja eksponent A, frekvenca w pa je manjsa od frekvence
prostega nihanja v odsotnosti trenja. Za A < wyp je razlika med w in wy majhna (drugega
reda). Manjsa frekvenca je pricakovan rezultat, saj trenje gibanje upocasni.
Ce je A < wp, se amplituda dusenega nihanja skorajda ne spremeni v nihajnem Gasu
27 Jw. Zato je smiselno, da si ogledamo povprecne vrednosti (po nihajnem ¢asu) kvadrirane
koordinate in hitrosti, pri ¢emer pri rac¢unanju povpreéja zanemarimo spremembo koli¢ine
exp(—At). Povprecja kvadratov bodo seveda sorazmerna z exp(—2At). Povpreéna energija
sistema torej upada kot
E = Eyexp(—2\t), (25.5)

kjer je Ey zacetna vrednost energije.
Sedaj si oglejmo primer A > wy. Obe vrednosti r sta tedaj realni in negativni. Splo$na
oblika resitve je

z = crexp{—[\ — VA2 —wo?|t} + coexp{—[A + VA% — wp?]t}. (25.6)

V tem primeru, do katerega pride, ko je trenje dovolj moc¢no, vrednost |z| s ¢asom upada in
sistem se asimptoti¢no priblizuje ravnovesni legi. Ta nacin gibanja imenujemo aperiodicno
dusenje.

V posebnem primeru, ko je A = wy, ima karakteristicna enac¢ba dvakratni koren r = —\.
Splosna resitev diferencialne enacbe je tedaj

x = (c1 + cot) exp(—At). (25.7)

To je poseben primer aperiodi¢nega duSenja.

*Brezdimenzijski zmnozek AT, kjer je T' = 27 /w nihajni Cas, se imenuje logaritemski dekrement.
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V sistemu z vec prostostnimi stopnjami so posplosene sile trenja, ki ustrezajo koordinatam
x;, linearne funkcije hitrosti. Zapisemo jih kot

fi ==Y gty (25.8)
k

S pomocjo mehanskih argumentov ne moremo povedati ni¢ o simetrijskih lastnostih koefici-
entov ;i glede na indeksa i in k, s postopki statisti¢ne fizike * pa lahko pokazemo, da vedno
velja

Ok = Ol (25.9)

Zato lahko izraz (25.8) zapiSemo z odvodi
forig = —0F/0; (25.10)

kvadratne forme

1 .
=3 > aipdis, (25.11)
ik

ki se imenuje disipacijska funkcija.
Sile (25.10) moramo dodati na desno stran Lagrangevih enacb:
d (OL\ 0L OF
oi;)  Oxi  Oiy

(25.12)

Disipacijska funkcija ima sama po sebi pomemben fizikalen pomen: podaja hitrost disipa-
cije energije v sistemu. To hitro preverimo, ¢e izracunamo ¢asovni odvod mehanske energije
sistema. Dobimo

dt T <le(9wz >
Yo (G (o) o)
:_leax@

Ker je F' kvadratna funkcija hitrosti, iz Eulerjevega izreka o homogenih funkcijah sledi, da je
vsota na desni strani enacbe enaka 2F'. Sledi

dE/dt = —2F, (25.13)

torej hitrost, s katero se spreminja energijo sistema, je enaka dvakratniku vrednosti disipacij-
ske funkcije. Ker se energija pri disipacijskih procesih izgublja, velja F' > 0, zato je kvadratna
forma (25.11) pozitivno definitna.

Enacbe za $ibko nihanje v prisotnosti trenja dobimo, ¢e sile (25.8) dodamo na desno stran

enacbe (23.5):
Z MikTr + Z kigxr = — Z QLT (25.14)
k k k

*Glej Statisti¢na fizika, prvi del, §121.
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Uporabimo nastavek z; = Ay, exp(rt) in po krajsanju faktorja exp(rt) dobimo sistem linearnih
enacb za neznanke Ay:
Z(mikTQ + ar + ki) A = 0. (25.15)
k

Ko postavimo determinanto sistema na ni¢, dobimo karakteristicno enacbo, ki dolo¢a mozne
vrednosti r:

[marr? 4 agr + k| = 0. (25.16)

To je enacba za r reda 2s. Ker so vsi koeficienti realni, bodo koreni enacb realni ali
pa bodo nastopali kot kompleksno konjugirani pari. Realni koreni morajo biti negativni,
kompleksni pa morajo imeti negativne realne dele, sicer bi koordinate, hitrosti in energija
narascali eksponentno s ¢asom, kar bi bilo v protislovju z dejstvom, da disipacijske sile vodijo
k upadanju energije.

§26 Vsiljeno nihanje ob prisotnosti trenja

Teorija vsiljenega nihanja v prisotnosti trenja je povsem analogna teoriji iz 22 za nihanja brez
trenja. Tu si bomo bolj podrobno ogledali primer periodi¢nega zunanjega polja, ki je prav
posebno pomemben.
Na desno stran enacbe (25.1) dodamo zunanjo silo f cos vt in delimo z m. Dobimo enacbo
gibanja
&+ 20& 4 wolx = (f/m) cos . (26.1)

To enacbo je enostavneje resiti v kompleksni obliki, zato na desni strani cosyt nadomestimo
z exp(ivt):
&+ 2)\E + wolz = (f /m) exp(ivt).

Iséemo partikularno resitev oblike x = Bexp(iyt). Za B dobimo vrednost
B = f/m(wo® — 72 + 2i\y). (26.2)

Pisemo B = bexp(id), kjer sta

b= f/my/wo? =) + 437, tand = 2x7/ (72 — wo?)- (26.3)

Na koncu vzamemo realno vrednost izraza B exp(iyt) = bexp[i(yt+7)] in dobimo partikularni
integral enacbe (26.1); pristejemo Se splosno resitev te enacbe z ni¢lo na desni strani (tu bodo
privzeli, da je wg > ), in sledi

x = aexp(—At) cos(wt + a) + beos(yt + ). (26.4)

Prvi ¢len upada eksponentno s ¢asom, tako da po zadosti dolgem casu preostane le Se drugi
¢len:
x = becos(yt + b). (26.5)

Amplituda vsiljenega nihanja b (26.3) narasca, ko se v priblizuje wy, vendar ne postane
neskonéna kot pri resonanci brez duSenja. Pri dani amplitudi sile f, je amplituda nihanja
najvecja, ko je v = vwg? — 2A%; ¢e je A < wp, se ta vrednost razlikuje od wp v drugem redu.
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Oglejmo si obmocje okoli resonance, tako da postavimo v = wg + €, kjer je € majhna
koli¢ina, in predpostavimo, da velja A < wp. V izrazu (26.2) uporabimo priblizek v — wg? =

(v 4+ wo) (7 — wo) =~ 2wpe in 2i\y &~ 2i\wg, in dobimo
B=—f/2m(e —i\wp (26.6)

ali

b= f/2mwoVe>+ A2, tand = \/e. (26.7)

Fazna razlika 6 med nihanjem in zunanjo silo je vedno negativna, kar pomeni, da nihanje
“zaostaja” za zunanjo silo. Dale¢ od resonance, ko je v < wp, gre 6 — 0; ko je v > wq, gre
6 — —m. Prehod koli¢ine § od ni¢ do —7 se zgodi v ozkem frekvenénem obmocju okoli wy
(8irina je reda \); 0 doseze vrednost —%71’, ko je v = wp. V odsotnosti trenja se faza vsiljenega
nihanja nezvezno spremeni za 7 pri 7 = wp (drugi ¢len v (22.4) spremeni predznak); ko je
sistem dusen, se ta nezveznost razmaze.

Ko sistem opravlja ustaljeno vsiljeno nihanje, ki ga opisuje enacba (26.5), se energija
sistema ne spreminja. Energijo sistem ves ¢as ¢rpa iz vira zunanjega polja in jo izgublja zaradi
trenja. Naj bo I(y) povprecéna koli¢ina energije, ki jo sistem dobi na enoto ¢asa. Odvisna je od
frekvence zunanje sile. Iz (25.13) sledi I(y) = 2F, kjer je F' povprecna vrednost disipacijske
funkcije po nihajnem ¢asu. Pri gibanju v eni dimenziji postane izraz za disipacijsko funkcijo
(25.11) enak F = Lai? = Ami?. Vstavimo (26.5) in dobimo

2
F = Amb*y? sin®(yt + ).
Casovno povprecje kvadrata funkcije sinus je ena polovica, zato je
I(y) = Amb?*y2. (26.8)
V blizini resonance je, ¢e vstavimo amplitudo nihanja iz enacbe (26.7),

I(e) = f2A/4m(e® + \?). (26.9)

Taksno frekvencno odvisnost absorpcije imenujemo disperzijska. Polovi¢na Sirina resonanéne

Slika 31:

krivulje (slika 31) je vrednost |e|, pri kateri ima I(e) polovico svoje najvecje vrednosti (€ = 0).
Iz (26.9) je razvidno, da je v naSem primeru poloviéna Sirina enaka koeficientu dusenja .
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27 PARAMETRICNA RESONANCA 77

Vigina maksimuma I(0) = f2/4m\ je obratno sorazmerna z . Z upadajo¢im koeficientom
dusenja postaja resonancna krivulja vedno ozja. Plos¢ina pod krivuljo pa se ne spremeni.

Podaja jo integral
/ I(v)dy = / I(e€) de.
0 —wo

Ker I(e) hitro upada z naras¢ajo¢im |e|, je obmocje z velikim |e] nepomembno in spodnjo
integracijsko mejo lahko postavimo na —oo, predpostavimo pa 3e, da je I(e) oblike (26.9).
Tedaj je

= = . 26.1
. I(e) de im ) @2 dm (26.10)

/°° B 2N [ de 7 f?

NALOGA

NALOGA Doloéi duseno nihanje pod vplivom zunanjega polja f = fyexp(at)cos~yt v prisotnosti

trenja.
Resitev: Resimo kompleksno enacbo gibanja

&+ 203 4 wolx = (fo/m) exp(at + iyt)
in vzamemo realni del resitve. Dobimo dusSeno nihanje naslednje oblike:
x = bexp(at) cos(yt + 6),

kjer je

b= fo/my/(wo? + a2 = 4% + 2002 + 472 (a + N)?,
tand = —2y(a + \)/(wo? — 72 + a® + 2a)).

§27 Parametricna resonanca

V nekaterih odprtih nihajnih sistemih zunanji vplivi vodijo k ¢asovnemu spreminjanju para-
metrov. *
Parametra enodimenzionalnega sistema sta koeficienta m in k v Lagrangevi funkciji (21.3).

Ce sta ta casovno odvisna, se enatba gibanja glasi

d
a(mx) + kx = 0. (27.1)

Namesto ¢ vpeljemo novo ¢asovno spremenljivko 7, tako da je dr = dt/m(t). Enacba se tako

poenostavi na
d%z/dr* + mkxz = 0.

Ni¢ torej ne izgubimo na sploSnosti, ¢e obravnavamo enac¢bo gibanja oblike

d?z/dt* + w?(t)x =0 (27.2)

*Preprost primer je nihalo, katerega pritrdisce se giblje periodi¢no v navpi¢ni smeri (glej tretjo nalogo).
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ki sledi iz (27.1), kadar je m = konst.
Funkcija w(t) je podana z opisom naloge. Predpostavimo, da je ta funkcija periodi¢na
s frekvenco v in nihajnim ¢asom 7' = 27/v. To pomeni, da je w(t + T) = w(t), tako da
je enacba (27.2) invariantna na transformacijo t — ¢t + T'. Torej Ce je x(t) reSitev enacbe,
je resitev tudi x(t + T). Ce sta z1(t) in x2(t) dva neodvisna integrala enacbe (27.2), se
morata transformirati v linearno kombinacijo samih sebe, ko t nadomestimo s ¢ + 7. Mozno
si je izbrati * taksni funkciji 21 in zs9, da sta ob premiku ¢ — ¢ + T preprosto pomnozeni s
konstanto: z1(t +T) = px1(t),z2(t + T) = powa(t). Najbolj splosni funkeiji, ki imata to
lastnost, sta
21(t) = T (), @a(t) = pe T (1), (27.3)

kjer sta IT;(¢) in II5(¢) periodiéni funkciji ¢asa s periodo T
Konstanti 1 in pus v teh funkcijah morata biti povezani. Enacbi i1 + w?(t)z; = 0 in
#9 + w?(t)z2 = 0 pomnozimo z z2 in x1, ju odstejemo in dobimo &1wy — 9wy = d(Z172 —
l‘liig)/dt =0 ali
T1To — x1L9 = konst. (27.4)

Za poljubni funkciji z;(t) in z2(t) oblike (27.3) se izraz na levi strani (27.4) pomnozi z i g,
ko t nadomestimo z t + 7. Od tod sledi, da mora veljati

Hilt2 = 17 (275)

e naj velja enacba (27.4).

Vec o konstantah pp in pg izvemo upostevajo¢ dejstvo, da so koeficienti v enacbi (27.2)
realni. Ce je z(t) integral taksne enacbe, potem je tudi z*(t) integral. To pomeni, da morata
1, p2 biti enaka pf, 15, torej mora veljati 13 = p5 ali pa morata biti g in po oba realna. V
prvem primeru iz enacbe (27.5) sledi puy = 1/u%, torej |u1|? = |p2|? = 1: konstanti iy in po
imata modul ena.

V drugem primeru sta neodvisna integrala enacbe (27.2)

w1 (t) = p/TI(E), @) = T Ta(1), (27.6)

kjer je u pozitivno ali negativno realno Stevilo (Ju| # 1). Ena izmed funkcij (21 oziroma xo,
glede na to, ali je |u| > 1 oziroma |u| < 1) narascéa eksponentno s ¢asom. To pomeni, da je
sistem, ki miruje v izhodis¢u (x = 0) nestabilen: vsak poljubno majhen odmik iz tega stanja
vodi k hitro naras¢ajocéem odmiku x: ta pojav se imenuje parametricna resonanca.

Upostevati moramo, da kadar sta zacetni vrednosti x in & enaki to¢no nic¢, tudi ostaneta
enaki ni¢, v nasprotju z dogajanjem pri obi¢ajni resonanci (22), pri kateri odmik narasca s
¢asom (sorazmerno s t) tudi v primeru zacetnih vrednosti nic.

Oglejmo si pogoje za parametri¢no resonanco v pomembnem primeru, kjer se funkcija
w(t) le malo razlikuje od konstantne vrednosti wy in je preprosta periodi¢na funkcija:

wW?(t) = wo?(1 + hcost), (27.7)

kjer je konstanta h < 1; predpostavili bomo, da je h > 0, kar lahko vedno dosezemo s primerno
izbiro izhodis¢a za merjenje ¢asa. Kot bomo videli, je parametri¢na resonanca najvecja, ko

*Ta izbira je ekvivalentna diagonalizaciji matrike linearne transformacije funkcij 1 in 2, pri ¢emer moramo
resiti ustrezno kvadratno sekularno enacbo. Tu bomo predpostavili, da korena te enacbe nista enaka.
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27 PARAMETRICNA RESONANCA 79

je frekvenca funkcije w(t) skoraj dvakratnik frekvence wy. Zato pisemo vy = 2wq + €, kjer je
€ < wp-
Resitev enacbe gibanja *

&+ wo?[1 + hcos(2wy + €)t]z =0 (27.8)

lahko pois¢emo z nastavkom

1 1
x = a(t) cos <wo + 26) t + b(t) sin (wo + 26> t, (27.9)

kjer sta a(t) in b(t) funkciji, ki se s Casom spreminjata pocasi v primerjavi s trigonometrij-
skima faktorjema. Ta oblika resitve seveda ni toéna. V resnici funkcija z(t) vsebuje ¢lene s
frekvencami, ki se od wy+ %e razlikujejo za celostevilske veckratnike frekvence 2wy +€; ti Cleni
pa so visjega reda po h in jih lahko v prvem priblizku zanemarimo.

Izraz (27.9) vstavimo v (27.8) in obdrzimo ¢lene prvega reda po €, pri ¢emer predposta-
vimo, da je @ ~ €a in b ~ eb. Utemeljenost tega priblizka v blizini resonance bo potrdil
rezultat. Zmnozek trigonometrijskih funkcij lahko nadomestimo z vsoto

Y (2 +)t—1 3 (wotme)tt s i)
Ccos | wo 26 cos(Zwg + € _ZCOS wo 26 2cos wo 26 ,

ipd., in upostevajo¢ predhodne ugotovitve zanemarimo ¢lene s frekvenco 3(wg + %e) Rezultat
je

1 1 1 1
— (2a + be + 2hw0b> wo sin (wo + 26) t+ <2b —ae+ 2hw0a> wp COS (wo + 26> t=0.
Enacba je lahko izpolnjena, ¢e sta koeficienta funkcij sinus in kosinus enaka ni¢. Tako dobimo
dve linearni diferencialni enacbi za funkciji a(t) in b(t). Kot obi¢ajno bomo poiskali resitev
sorazmerno z exp(st). Tedaj mora veljati sa + 5(e + 3hwo)b = 0 in 3(e — Jhwo)a — sb = 0.

Enacbi sta resljivi, ce je
1(/1 2
2
s°=7 <2hw0> € (27.10)

Pogoj za parametri¢no resonanco je, da je s realen, torej da je s > 0. T Do parametri¢ne
resonance zato pride na obmocju

1 1
—§hwo <e< ihwo (27.11)

na obeh straneh frekvence wy.  Sirina obmoéja je sorazmerna s h, vrednosti koeficienta
ojacitve nihanj s v tem obmocju pa prav tako.

Do parametri¢ne resonance pride tudi takrat, ko je frekvenca <, s katero niha parameter,
blizu katerekoli vrednosti 2wg /n, kjer je n celo Stevilo. Sirina resonanénega obmocja (obmocje

*Enacba te oblike (s poljubnima « in h) se v matematiéni fiziki imenuje Mathieujeva enacba.

"Konstanta u v (27.6) je z s povezana preko zveze u = — exp(sm/wo); e t nadomestimo z ¢ + 27 /2wy, sinus
in kosinus v (27.9) spremenita predznak.

Ce nas zanima le obmogje resonance, ne pa vrednosti s na tem obmo¢ju, lahko izra¢un poenostavimo, saj
je na mejah obmodja s = 0, torej sta koeficienta a in b v (27.9) konstanti. Na ta naéin takoj dobimo € = :t%hwo
kot v (27.11).
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nestabilnosti) pa hitro upada z naras¢ajocim n, in sicer kot h™ (glej opombo v drugi nalogi).
Amplituda koeficienta ojacitve tudi upada z n.

Pojav parametri¢ne oscilacije prezivi v prisotnosti manjSega trenja, toda obmocje nesta-
bilnosti se zozi. Kot smo videli v 25, vodi trenje k upadanju amplitude nihanja kot exp(—At).
Zato je ojacitev nihanja pri parametriéni resonanci exp[(s — A)t], kjer je s pozitivna resitev
naloge v odsotnosti trenja, meje obmocja nestabilnosti pa dobimo iz enacbe s — A = 0. Zato
je namesto (27.11) obmocje nestabilnosti

1 2
(Qhw()) — 4)\2] . (27.12)

1 2
— [(th) — 4)\2
2

Vidimo, da do resonance sedaj pride le, ¢e je h vec¢ji od neke “mejne” vrednosti hy. Ko
velja (27.12), je hy = 4\ /wy. Pokazemo lahko, da je za resonanco pri frekvenci 2wy/n mejna
vrednosti hy, sorazmerna z A1/ torej da narasca z n.

<e<

NALOGE

NALOGA 1. Doloé¢i obmoéje nestabilnosti za resonanco v blizini v = 2wy do drugega reda po h?
natancno.
Resitev: T3¢emo resitev enacbe (27.8) naslednje oblike:

1 1 1 1
x = ag cos(wo + ie)t + b sin(wy + §e)t + a; cos 3(wo + §e)t + by sin 3(wp + ie)t.

V tem izrazu imamo tudi ¢lene, ki so za en red po h visji od tistih v (27.9). Ker nas zanimajo le meje
obmocja nestabilnosti, lahko koeficiente ag, bg, a1 in by smatramo kot konstante (glej zadnjo opombo
pod ¢rto). Izraz vstavimo v (27.8), zmnozke kotnih funkcij pretvorimo v vsote in v nasem priblizku
izpustimo ¢lene s frekvenco 5(wp + 3€). Dobimo

1 1 1 1
{—ao (woe + 462> + §hw02ao + QthQal} cos(wo + ie)t—k

[ 1 1 1 1
+ [=bg (woe + 462) _ §hw02b0 + Qthle} sin(wg + §€)t+

1 1
+ §hw02ao — 8w02a1} cos 3(wo + ie)t-l-

1 1
+ ithzbo - 8w02b1] sin 3(w0 + §€)t =0.

V ¢lenih s frekvenco wg + %e obdrzimo ¢lene drugega reda, v ¢lenih s frekvenco 3(wg + %e) pa le clene

prvega reda. Vsak izmed izrazov znotraj oglatih oklepajev mora biti enak ni¢. Iz zadnjih dveh dobimo

a1 = hao/16 in by = hby/16, iz prvih dveh pa nato dobimo wgpe %thQ + %62 — h2w?/32 = 0.
Enacbo resimo do ¢lenov drugega reda natan¢no, in dobimo iskane meje koli¢ine e:

1
€= iith - hQUJ()/?)Q.

NALOGA 2. Dolo¢i meje obmo¢ja nestabilnosti resonance pri v = wy.
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28 NEHARMONICNO NIHANJE 81

Resitev: Postavimo v = wy + € in dobimo enacbo gibanja
&+ wo[1 + hcos(wo + €)t]z = 0.
Iskana vrednost € je drugega reda po h, zato uporabimo nastavek
x = ag cos(wo + €)t + b sin(wg + €)t + a1 cos 2(wo + €)t + by sin 2(wp + €)t + 1,

ki vsebuje ¢lene prvih dveh velikostnih redov. Meje obmocja nestabilnosti ponovno dolo¢imo tako, da
koeficiente smatramo kot konstante. Dobimo

1
—2wgeag + ihw02a1 + hw02c1} cos(wp + €)t+

) -
4+ | —2wpebg + §hw02b1 sin(wg + €)t+

1
+ | —3wo?a + 2hw02a0] cos 2(wg + €)t+

1 1
+ —30J02b1 + ihu}ozbo sin 2(0.)0 + E)t + [01w02 + thO2a0] =0.
Od tod dobimo a; = hag/6, by = hby/6 in ¢; = —%hao, meji pa sta doloceni z e = —5h%wy/24,
€ = h%wy/24. *

NALOGA 3. Doloéi pogoje za parametri¢no resonanco pri majhnem nihanju nihala, katerega pritrdisce
niha v navpicni smeri.

Resitev: Lagrangevo funkcijo smo izpeljali v tretji nalogi (c) v § 5. Za majhna nihanja (¢ < 1) se
enacba gibanja glasi ¢ + wo?[1 + (4a/1) cos(2wo + €)t]¢ = 0, kjer je wo? = g/I. Vlogo parametra h igra
tu kolicina 4a/l. Iz pogoja (27.11) tako na primer dobimo |e| < 2a+/g/I3.

§28 Neharmoniéno nihanje

Teorija majhnih nihanj, ki smo jo obravnavali do zdaj, temelji na razvoju potencialne in ki-
neti¢ne energije sistema po koordinatah in hitrostih, pri ¢emer smo obdrzali ¢lene do drugega
reda. Enacbe gibanja so tedaj linearne, zato v tem priblizku govorimo o linearnem niha-
nju. Ceprav je takSen razvoj smiseln, ko je amplituda nihanja zadosti majhna, se v visjih
redih priblizka (ki se imenujejo neharmoni¢na ali nelinearna nihanja) pojavijo manjse, vendar
kvalitativno drugacne lastnosti gibanja.

Oglejmo si razvoj Lagrangeve funkcije do tretjega reda. V potencialni energiji se pojavijo
¢leni tretjega reda po koordinatah x;, v kineti¢ni energiji pa ¢leni, ki vsebujejo hitrosti in
koordinate oblike &;dx;. Ta razlika v primerjavi s prejsnjim izrazom (23.3) nastane, ker
ohranimo ¢lene, ki so linearni v v razvoju funkcij a;x(q). Lagrangeva funkcija je torej oblike

1 . 1 . 1
L= 3 ;(mzkxzxk — kigzizy) + 3 %:z i dideT — 3 ; LimixiTray, (28.1)

*V splosnem je meja Ae obmodja nestabilnosti resonance v blizini frekvence 2wg/n podana z
Ae =n*" PR we /22D (n — 1)1)?,

kar je pokazal M. Bell (Proceedings of Glasgow Mathematical Association 3, 132, 1957).
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82 MAJHNA NIHANJA 28

kjer so n;g; in [ novi konstantni koeficienti.

Ce se preselimo iz koordinat z; v normalne koordinate linearnega priblizka, Qq, potem
bosta zaradi linearnosti preslikave tretja in Cetrta vsota v (28.1) postali vsoti z @, in Qa
namesto koordinat x; in hitrosti ;. Koeficiente v teh novih vsota oznac¢imo z Ayg in Yagy-
Lagrangeva funkcija se tedaj zapise kot

1 . 1 L 1
L= 5 Z(Qi - wa2Qo¢2) + 5 Z Aaﬁ'YQOCQBQ’Y - g Z ,uaﬂnyaQIBny- (282)

o a,Byy a,By

Enacb gibanja, ki sledijo iz te Lagrangeve funkcije, ne bomo zapisali. Njihova pomembna
lastnost je, da so oblike

Qa + waQQa = fa(Q7 Q7 Q)7 (28'3)

kjer so f, homogene funkcije druge stopnje koordinat () in njihovih ¢asovnih odvodov.
7 metodo zaporednih priblizkov iS¢emo resitev teh enacb oblike

Qo = QuV + Qu?, (28.4)

kjer je Qa@) < Qa(l), funkcije Qa(l) pa so resitve “nemotenih” enacb QS) + wazQa(l) =0,
ki so torej navadne harmonicne enacbe z resitvami

QoY =a, cos(wat + g ). (28.5)

V naslednjem priblizku obdrzimo na desni strani (28.3) le ¢lene drugega reda. Za funkcije
Qa(z) dobimo enacbe

Qg) + WQQQOL(Q) = fa(Q(1)> Q(1)7 Q(l)), (28.6)

kjer v desno stran vstavimo (28.5). Dobimo sistem nehomogenih linearnih diferencialnih
enacb, v katerih lahko desne strani zapiSsemo kot vsote preprostih periodi¢nih funkcij. Na
primer

Qa(l)Qﬂ(l) = aqag cos(wat + ) cos(wgt + ag)

= %aaa/g{cos[(wa + wg)t + aq + o) + cos[(wa —wp)t + g — agl}.

Desne strani enacb (28.6) vsebujejo ¢lene, ki ustrezajo nihanjem s frekvencami, ki so vsote
in razlike lastnih frekvenc sistema. ReSitve teh enacb moramo poiskati v obliki, ki vsebuje
podobne periodi¢ne faktorje. Tako pridemo do sklepa, da dobimo v drugem priblizku dodatna
nihanja s frekvencami
wa £ wg, (28.7)

vkljuéno z dvojnimi frekvencami 2w, in s frekvenco ni¢ (to je konstantni odmik). To so
sestavljene frekvence. Ustrezne amplitude so sorazmerne z zmnozki ansag (ali s kvadrati a,?)
ustreznih normalnih amplitud.

V vigjih priblizkih, ko upo$tevamo tudi dodatne Clene v razvoju Lagrangeve funkcije,
se pojavijo sestavljene frekvence, ki so vsote in razlike ve¢ kot dveh w,; pojavi pa se tudi
dodatni pojav. V tretjem priblizku so nekatere izmed sestavljenih frekvenc enake prvotnim
frekvencam wq (= wa +wg —wg). Ko uporabimo zgoraj opisani postopek, desne strani enacb
vsebujejo resonancne Clene, ki vodijo k ¢lenom v reSitvi, katerih amplituda naraséa s ¢asom.
1z fizikalnih razlogov je oc¢itno, da velikost nihanj ne more narasc¢ati sama od sebe v izoliranem
sistemu brez zunanjega vira energije.
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V resnici osnovne frekvence w, v visjih priblizkih niso natanko enake njihovim “nemote-
nim” vrednostim we (%), ki nastopajo v kvadratnem izrazu za potencialno energijo. Narascajoce
¢lene v resitvi dobimo iz razvoja oblike

cos(wa(o) + Awq )t = cos wa Dt — tAw, sin wa(o)m

ki oc¢itno ne velja, ko je t zadosti velik.

V visjih redih priblizka moramo torej metodo zaporednih priblizkov popraviti tako, da
bodo periodi¢ni faktorji vsebovali to¢ne namesto pribliznih frekvenc. Iskane spremembe fre-
kvenc dobimo, ¢e reSimo enacbe in zahtevamo, da resonanénih ¢lenov ne sme biti.

Postopek lahko predstavimo na primeru neharmoni¢nega nihanja v eni dimenziji. Lagran-
gevo funkcijo zapisemo v obliki

1 1 1
L= imj:Q - imwosz = gmaxg - Zmﬂm‘*. (28.8)
Ustrezna enacba gibanja je
&+ wole = —ax? — B (28.9)
Resitev bomo iskali kot vrsto zaporednih priblizkov: = = 2 + 22 4 26) kjer je
W) = qcoswt, (28.10)
s to¢no vrednostjo frekvence w, ki jo prav tako razvijemo kot w = w® +w@ 4 ... (Zagetno

fazo v (1) lahko vedno postavimo na ni¢ s primerno izbiro izhodisc¢a za merjenje ¢asa.) Enacbe
gibanja oblike (28.9) niso najbolj primerne: ko (28.10) vstavimo v (28.9), leva stran ni enaka
natan¢no ni¢. Zato raje zapiSemo

2
20 i+ wols = —ax? — Pad — <1 - “’0> 7 (28.11)
w w

Vstavimo z = () + 2? | & = wy + w® in opustimo ¢lene, ki so manjsi od drugega reda.
Za z(? dobimo enacbo

i@ 4 w02$(2) = —aa’® cos® wt + 2w0w(1)a coswt
1 1
= —§aa2 - ioza,2 cos 2wt + QwOw(l)a cos wt.

Pogoj, da ni resonanénega ¢lena na desni strani enacbe, je kar w = 0, v skladu z drugim
priblizkom, ki smo ga opisali na zac¢etku tega razdelka. Nehomogeno linearno ena¢ho resimo

po obic¢ajni poti in dobimo
(2) OZCLQ OZCLQ

2 = — +

2wo?  6wp?

V (28.11) vstavimo x = (M) 4+ 22 4 26) in w = wy + w® in dobimo enacbo za !

cos 2wt. (28.12)
3).
i3 4 we2e® = —2a2MWz@ — 313 1 90w @) (1),

Na desni vstavimo (28.10) ter (28.12), in opravimo preprosto transformacijo. Sledi

4 4 wy22® = a3 15 — o cos 3wt+
4 6wo?
5a’a® 3
+ a | 2wow® + e Za®B| coswt.
6&102 4
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Koeficient resonan¢énega ¢lena coswt mora biti enak ni¢. Tako dobimo popravek k osnovni
frekvenci, ki je sorazmeren s kvadratom amplitude nihanja:

w® = (?’ﬂ 507 )aQ. (28.13)

8wy 12wp?

Sestavljeno nihanje tretjega reda je

3 2
@ @ (o 1 Sut 28.14
x 62 (3w02 Qﬁ cos 3wt. (28.14)

§29 Resonanca pri nelinearnem nihanju

Ko pri vsiljenem nihanju upostevamo neharmonicne ¢lene dobi pojav resonance nove lastnosti.
Na desno stran enacbe (28.9) dodamo zunanjo periodi¢no silo s frekvenco v in dobimo

&+ 200 4 wolx = (f/m) cosyt — ax? — Ba3; (29.1)

dodali smo tudi silo trenja s koeficientom dusitve A (ki naj bo majhen). Ko imamo v enacbi
za prosto nihanje nelinearne ¢lene, bi strogo vzeto morali pristeti tudi ¢lene visjega reda
amplitude zunanje sile, ki jih dobimo, ¢e je sila vzbujanja odvisna od odmika x. Te ¢lene
bomo izpustili, da bodo enacbe bolj pregledne; na kvalitativne rezultate ¢leni ne vplivajo.

Naj bo v = wp + €, kjer je € majhen. To pomeni, da je v blizu resonan¢ne vrednosti.
Nastalo gibanje lahko preu¢imo tudi brez obravnave enacbe (29.1). V linearnem priblizku je
v blizini resonance amplituda b kot funkcija amplitude f in frekvence v zunanje sile podana
z (26.7), kar zapiSemo v obliki

b2 (2 + 2\2) = f2/4mPwo’. (29.2)
Nelinearnost nihanja vodi k odvisnosti lastne frekvence od amplitude, kar zapisemo kot
wo + kb2, (29.3)

konstanta x pa je neka funkcija neharmoni¢énih koeficientov (glej (28.13)). V enacbi (29.2)
zato nadomestimo wy z wp + xb? (bolj natanéno, to nadomestitev opravimo v majhni razliki
€ = —wp). Dobljena enacba se glasi

b2[(e — k)2 + N2 = f2/4m2wy? (29.4)

ali

€ = kb? £ \/[(f/2mwob)? — A2].

Enacba (29.4) je kubi¢na enacba spremenljivke b? in njene realne resitve podajajo ampli-
tudo vsiljenega nihanja. Oglejmo si, kako je ta amplituda odvisna od frekvence zunanje sile
pri dani amplitudi f te sile.

Ko je amplituda f dovolj majhna, je tudi b majhna, zato lahko potence koli¢ine b visje od
druge v (29.4) zanemarimo in dobimo b(¢) iz (29.2), ki je simetri¢na krivulja z maksimumom
v tocki e = 0 (slika 32a). Ko se f poveca ima krivulja druga¢no obliko, vendar ima na zacetku
Se vedno en sam maksimum, ki se premakne proti pozitivnim €, ¢e je k > 0 (slika 32b). V
tem primeru ima (29.4) eno samo realno resitev za b.
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Ko f doseze neko vrednost fi (ki jo bomo doloécili spodaj), pa se znacilnosti krivulje
spremenijo. Ko je f > fi, obstaja obmocje frekvenc, pri katerih ima enacba (29.4) tri realne
korene, ki ustrezajo obmoc¢ju BCDFE na sliki 32c.

Meje tega obmocja dobimo iz pogoja db/ de = oo, ki velja v tockah D in C. Enacbo (29.4)
odvajamo po € in dobimo

db/ de = (—eb + kb®) /(€ + N\? — 4reb® + 3x%b1).
Tocki D in C' dobimo torej kot socasno resitev enacb
€2 — 4kb*e + 35701 + N2 =0 (29.5)

in (29.4). Ustrezni vrednosti € sta obe pozitivni. Najvec¢jo amplitudo dosezemo, ko je db/ de =
0. Tako dobimo € = kb?, iz (29.4) pa sledi

bmax = f/2mwo; (29.6)

kar je isto kot najvecja vrednost, ki jo dobimo iz (29.2).

Pokazati se da (tega tu ne bomo storili * ), da izmed treh korenov enacbe (29.4) sredinski
(ki ga predstavlja ¢rtkana krivulja C'D na sliki 32c) ustreza nestabilnemu nihanju sistema:
poljubno majhna motnja na sistem v taksSen stanju bo povzrocila, da se bo sistem gibal v
skladu z najvecjim ali najmanjsim korenom enacbe (BC ali DE). Zato le veji ABC' in DEF
ustrezata dejanskim nihanjem sistema. Zanimivo je, da imamo obmocje frekvenc, na katerem
sta mozni dve razliéni amplitudi nihanja. Ko frekvenco zunanje sile pove¢ujemo, se amplituda
nihala povecuje po krivulji ABC. V tocki C' je amplituda nezvezna in naglo pade na vrednost,
ki ustreza tocki F, in se potem zmanjsSuje po krivulji EF', ko nadaljujemo s povecevanjem
frekvence. Ce nato frekvenco zmanjsamo, se bo amplituda nihanja spreminjala po krivulji F,
v tocki D pa se bo nezvezno povecala na vrednost v to¢ki B, nato pa bo upadala po krivulji
BA.

Vrednost fj izratunamo tako, da uposStevamo, da je to tista vrednost f, pri kateri sta
dva korena b? kvadratne enacbe (29.5) enaka; ko je f = fi je odsek C'D prevojna tocka.
Diskriminanto enacbe (29.5) postavimo na ni¢ in dobimo €2 = 3)\2, ustrezen dvojni koren pa
je kb% = 2¢/3. Ti vrednosti za b in € vstavimo v (29.4) in dobimo

fr = 32m%we\3/3V/3|k|. (29.7)

Poleg drugacnega obnasanja resonance pri frekvenci v =~ wy prinese nelinearnost nihanja
tudi nove resonance, pri katerih se nihanja s frekvenco blizu wgy vzbudijo zaradi zunanje sile,
katere frekvenca je dale¢ stran od wy.

Naj bo frekvenca zunanje sile vy ~ %wo, torej v = %wo + €. V prvem (linearnem) priblizku
ta sila povzro¢i nihanja z enako frekvenco in z amplitudo, ki je sorazmerna s silo:

o) = (4f 3mu?) cos( e + O

glej (22.4). Ko upostevamo Se nelinearne ¢lene (drugi priblizek), ta nihanja vodijo k ¢lenom
s frekvenco 2y &~ wp na desni strani enacbe gibanja (29.1). Funkcijo () vystavimo v enacbo

i 4 22i® + w22 ® 4 ax®? 4 2?3 = _qz (12

*Dokaz lahko najdemo na primer v N. N. Bogoliubov, Y. A. Mitropolsky, Asymptotic Methods in the
Theory of Non-Linear Oscillations, Hindustan Publishing Corporation, Delhi 1961.
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A
d

Slika 32:

uporabimo izrek o produktu trigonometrijskih funkcij in na desni obdrzimo resonané¢ni ¢len.
Tako dobimo

i 1+ 228@ 4+ wp22® 4 az®? 4+ 23 = —(8af?/9Im3wy?) cos(wp + 2€)t. (29.8)

Ta enacba se od (29.1) razlikuje le po tem, da v njej namesto amplitude sile f nastopa izraz, ki
je sorazmeren z f2. To pomeni, da je dobljena resonanca podobna zgornji za frekvence v ~ wy,
vendar je Sibkejsa. Funkcijo b(e) dobimo tako, da v (29.4) nadomestimo f z —8a.f?/9mwo*
in € z 2e:

b?[(2¢ — kb?)% 4+ A% = 16021 /81m w,'”. (29.9)

Sedaj naj bo frekvenca zunanje sile ¥ = 2wy + €. V prvem priblizku imamo z(!) =

—(f/3muwo?) cos(2wo + €)t. Ko v enacbo (29.1) vstavimo z = (1) + (2| ne dobimo ¢&lenov,
ki bi predstavljali zunanjo silo, ki je v resonanci, tako kot v predhodnem primeru. Zato pa
dobimo parametri¢no resonanco, do katere pride zaradi ¢lena tretjega reda, ki je sorazmeren
s produktom Mz Ce izmed vseh nelinearnih ¢lenov obdrzimo le tega, se enacba za z(2)
glasi

i 4+ 228® 4+ wp?2® = —202Mz(?)

ali

2
) +206® +wp? |1 - - <

cos(2wp + €)t| 22 =0, (29.10)
mwo

4
in je podobna enacbi (27.8) (le da vsebuje Se trenje), kar vodi, kot smo ze pokazali, k nesta-
bilnosti nihanja v nekem frekvenénem obmodc;ju.

Ta enacba pa ne zadostuje, da bi lahko doloc¢ili amplitudo nihanja. Konéno vrednost
amplitude dobimo le, ¢e v ena¢bo vklju¢imo tudi nelinearne ucinke, kar storimo tako, da
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dodamo nelinearne ¢lene koli¢ine x(2):
i 4+ 208@ 4 wp22® 4+ ax®? 1 23 = (2af /3mwp?)z? cos(2wy + €)t. (29.11)

Nalogo si lahko ob¢utno poenostavimo, ¢e upostevamo naslednje dejstvo. Na desno stran
(29.11) vstavimo 2(2) = bcos|(wo + S€)t + 4], kjer je b iskana amplituda resonancnega nihanja,
6 pa konstantna fazna razlika, ki v nadaljevanju ni pomembna. Nato zapiSemo produkt
kosinusov kot vsoto in dobimo ¢len (afb/3mwy?) cos|(wo + 3€)t — 4], ki je obicajen resonanéni
¢len (glede na lastno frekvenco sistema wp). Naloga se tako poenostavi na nalogo, ki smo
ga obravnavali na zacetku tega razdelka, namre¢ na primer obi¢ajne resonance nelinearnega
sistema, edina razlika je ta, da amplitudo zunanje sile tu predstavlja koli¢ina o fb/3wo?,

namesto € pa imamo %e. Te popravke vnesemo v enacbo (29.4) in dobimo

1
bz[(§e — kb?)% 4+ 2% = ? 2% /36m>weS.

Amplituda b ima lahko naslednje vrednosti:

b=0, (29.12)
b = % [;e +V/(af /6muwg3)? — )\2] : (29.13)
v = % Be —V/(af /6mwg3)? — )\2] : (29.14)
b
/_ )
__ F
N A -
A B C D
Slika 33:

Slika 33 prikazuje dobljeno odvisnost b od € za k > 0; ustrezne krivulje za x < 0 so zrcalne
slike teh krivulj glede na os b. Tocki B in C ustrezata vrednostim € = £/ (o f /3mwp3)? — 4\2.
Levo od tocke B je edina mozna vrednost b = 0, tam torej ni resonance in nihanja s frekvenco
blizu wp niso vzbujena. Med B in C obstajata dve resitvi b = 0 (BC) in (29.13) (BE).
Desno od C imamo tri resitve (29.12)-(29.14). Vse dobljene resitve pa niso stabilne. Vrednost
b = 0 ni stabilna na BC, * pokazemo pa lahko tudi, da je sredinska vrednost (29.14) vedno
nestabilna. Nestabilne vrednosti b so na sliki 33 prikazane s ¢rtkanimi ¢rtami.

*Ta daljica ustreza obmoc¢ju parametri¢ne resonance (27.12) in s primerjavo med (29.10) in (27.8) dobimo
|h| = 2af/3mwo®. Pogoj |2af /3mwoe®| > 4\, ki je potreben za resonanco, zahteva, da je h > hy.
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Oglejmo si na primer obnasanje sistema, ki na zacetku “miruje”, * ko frekvenco zunanje
sile pocasi zmanjsujemo. Dokler ne dosezemo tocke C, je b = 0, v tocki C' pa sistem nezvezno
preskoci na vejo EB. Ko € e zmanjSamo, upade amplituda nihanja na ni¢ v tocki B. Ko
frekvenco ponovno povetujemo, amplituda naraséa po BE. |

Zgoraj opisani pojavi resonance so pri nelinearnih nihajnih sistemih najpomembnejsi.
V vigjih priblizkih do resonance pride tudi pri drugih frekvencah. Strogo vzeto pride do
resonance pri vsaki frekvenci v, za katero velja ny + muwy = wp s celostevilskima n in m, torej
za vsako frekvenco v = pwy/q, kjer sta p in ¢ celi stevili. Pri vigjih redih priblizka pa sta
moc¢ resonance in frekvenéno obmocje, na katerem do nje pride, vedno manjsa, tako da lahko
dejansko izmerimo resonance le pri frekvencah v ~ pwy/q, kjer sta p in ¢ majhni stevili.

NALOGA

NALOGA Doloé¢i funkcijo b(e) za resonanco v blizini frekvence v & 3wy.
Resitev: V prvem priblizku je (1) = —(f/8mwy?) cos(3wy + €)t. Enacbo za drugi priblizek dobimo
iz (29.1):

#® 120 ® 4 2@ 4 az®? 4 g3 — 35,02

pri Gemer smo na desni strani enacbe obdrzali le tisti ¢len, ki vodi k resonanci. Nastavimo z(?) =
b cos[(wo + %e)t+5], zmnozek treh funkeij kosinus preoblikujemo s pravili iz trigonometrije in obdrzimo
le resonancni ¢len. Na desni strani enac¢be tako dobimo izraz

1
(36b° f /32mwp?) cos|(wo + ge)t —24].
Od tod je razvidno, da dobimo b(e) tako, da f nadomestimo z 38b%f /32wy in € v 1€ v (29.4):

b?[(ée — kB2 4 A7) = (982 2/2 2 mPuw Ot = Abt.

, e A 1 [aA A
= —_ — — 4+ — R - _ 2.
b=0, b 3Kk + 22 T Kk V 3k + 4K2 A

Na sliki 34 je prikazana funkcija b(€) za primer, ko je £ > 0. Stabilnemu obmo¢ju ustreza le vrednost b =
0 (os €) in velja AB. Tocka A ustreza vrednostim e, = 3(4k2\2 — A2)/4r A, by? = (4x2X2 + A2) /4K A.
Sistem niha le, ¢e je € > € in b > by. Ker je stanje b = 0 vedno stabilno, moramo sistem na zacetku
malo “poriniti”, da vzbudimo nihanje.

Koreni te enacbe so

Zgoraj zapisane enacCbe veljajo le za majhne e. Ta pogoj je izpolnjen, ¢e je A majhna in ce je
amplituda sile taksna, da velja kA% /wy < A < Kwp.

§30 Gibanje v hitro nihajoc¢em polju
Oglejmo si gibanje delca, na katerega deluje ¢asovno neodvisna sila potenciala U in sila

f = ficoswt + fysinwt, (30.1)

*Spomnimo se, da tu obravnavamo le resonanéne pojave. Ce resonance ni, sistem vseeno ne miruje, temveé
je podvrzen vsiljenemu nihanju s frekvenco ~.
tUpostevati moramo, da vse tukaj izpeljane enacbe veljajo le, ¢e je amplituda b (ter €) zadosti majhna. V
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Slika 34:

ki se s ¢asom spreminja z zelo visoko frekvenco w (f1 in fo sta odvisni le od koordinat).
“Visoka” frekvenca je taksna, da zanjo velja w > 1/T, kjer je T velikostni red periode
gibanja, ki bi ga delec imel, ¢e bi se nahajal samo v polju U. Velikost sil f ni nujno majhna v
primerjavi s silami zaradi polja U, predpostavili pa bomo, da je nihanje delca (ki ga ozna¢imo
z £) zaradi dodatnih sil majhno.

Racune bomo poenostavili tako, da si bomo ogledali gibanje v eni dimenziji v polju, ki je
odvisno samo od prostorske koordinate x. Enacba gibanja se tedaj glasi *

mi = —dU/ dz + f. (30.2)

Zaradi narave polja, v katerem se delec giblje, je o¢itno, da bo potoval po gladki poti,
okoli katere bo so¢asno nihal z majhno amplitudo s frekvenco w. Zato funkcijo z(t) zapisemo
kot vsoto

x(t) = X(t) +£(1), (30.3)
kjer £(t) predstavlja majhno nihanje.

Povpreéna vrednost funkcije £(¢) po njeni periodi 27/w je ni¢ in v tem casu se X (¢) le
malo spremeni. Ra¢unanje povprecja ozna¢imo s ¢rtico. Zapisemo lahko T = X (t), torej X (¢)
predstavlja “gladko” (povpreéno) gibanje delca. Izpeljali bomo enacbo za X (¢). T

V (30.2) vstavimo (30.3) in razvijemo po potencah & do ¢lenov prvega reda. Dobimo

v d*U f

mX 4mé = -2 — e (X )+

Enacba vsebuje tako nihajoce kot gladke ¢lene, ki jih moramo loceno izenaciti. Za nihajoce
¢lene velja enacba

(30.4)

mé = f(X,t); (30.5)

ostali ¢leni vsebujejo majhen faktor € in so zato koli¢ine visjega reda (odvod f je sorazmeren
z veliko koli¢ino w? in zato ni majhen). Ena¢bo (30.5) integriramo upostevajoé¢ funkcijo f iz
(30.1) (X smatramo kot konstanto), pa dobimo

£ = —f/mw?. (30.6)

Nato izra¢unamo povprecje enacbe (30.4) po ¢asu (na nacin, ki smo ga opisali zgoraj).
Ker so povprectne vrednosti prvih potenc f in £ enake ni¢, se rezultat glasi

- 2F AU 1 oF
mX = _dX+€ _dX_mefafL"

*Koordinata x ni nujno kartezi¢na koordinata, zato koeficient m ni nujno masa delca, niti ne rabi biti
konstantna, kot smo privzeli v (30.2). Ta predpostavka konstantnosti pa ne vpliva na konéni rezultat (glej se

zadnjo opombo v tem razdelku).
"Pristop, ki ga bomo tu ubrali, je iznasel P. L. KAPITZA (1951).
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V enacbi nastopa samo funkcija X (t), zato jo lahko zapisemo kot
mX = —dU/ dX, (30.7)
kjer je “efektivna potencialna energija”’ definirana kot *
U = U + f2/2mw? = U + (fi2 + fo?)/4mw?. (30.8)

To primerjamo z (30.6) in hitro ugotovimo, da je ¢len, ki smo ga dodali k U kar povpre¢na
kineti¢na energija nihajocega gibanja:

1 —
Uet = U + 5mé?. (30.9)

Povprecno gibanje delca je torej taksno, kot da bi konstantnemu potencialu U dodali
konstantno koli¢ino, ki je sorazmerna s kvadratom amplitude spremenljivega polja.

Rezultat lahko preprosto posplosimo na primer sistema s poljubnim Stevilom prostostnih
stopenj, opisanim s posplosenimi koordinatami ¢;. Efektivna potencialna energija tedaj ni
(30.8), temvec

1 I — 1 =
Ug=U+g535Q @ Lafife=U+) 5 @ikSiSk, (30.10)
kjer so koli¢ine a~';;, ki so v splosnem funkcije koordinat, elementi matrike, ki je obrat
matrike koeficientov a;; kinetiéne energije (5.5) sistema.

NALOGI

NALOGA 1. Doloci lego stabilnega ravnovesja nihala, katerega pritrdis¢e niha v navpi¢ni smeri z
visoko frekvenco v (v > /g/1).

Resitev: Iz Lagrangeve funkcije, ki smo jo izpeljali v tretji nalogi v § 5, je razvidno, da je v tem
primeru spremenljiva sila enaka f = —mlay? cosvtsin ¢ (koli¢ino = tukaj predstavlja kot ¢). "Efek-
tivna potencialna energija” je torej Usg = mgl[— cos ¢ + (a?~?/4gl)sin?¢]. Lege stabilnega ravnovesja
ustrezajo minimumom te funkcije. Lega navpi¢no navzdol (¢ = 0) je vedno stabilna, e pa velja pogoj
a?y? > 2gl, je stabilna tudi lega navpi¢no navzgor (¢ = 7).

NALOGA 2. Kot v prvi nalogi, tokrat za nihalo, katerega pritrdis¢ée niha v vodoravni smeri.
Resitev: 1z Lagrangeve funkcije, izpeljave v nalogi 3(b), § 5, dobimo f = mla~y? cos vt cos ¢, od tod pa
Uet = mgl[— cos ¢ + (a>y? /4gl) cos® ¢]. Ce je a*y? < 2gl, je lega ¢ = 0 stabilna. Ce pa je a?~y% > 2¢l,
je lega stabilnega ravnovesja podana z ena¢bo cos ¢ = 2gl/a?~>.

*Z nekoliko daljsim izra¢unom lahko pokazemo, da enacbi (30.7) in (30.8) veljata tudi, ¢e je m funkcija
koordinate x.
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Poglavje 6

Gibanje togega telesa

§31 Kotna hitrost

V mehaniki je togo telo sistem delcev, katerih medsebojne razdalje se ne spreminjajo. Ta
pogoj je pri telesih, ki dejansko obstajajo v naravi, izpolnjen le priblizno. Vseeno pa se
vecina trdnih teles pri obi¢ajnih pogojih deformira tako malo, da lahko spremembe oblike in
velikosti povsem zanemarimo, ko obravnavamo gibanje telesa kot celote.

V nadaljevanju bomo pogosto poenostavili izpeljave tako, da bomo telo smatrali kot dis-
kretno mnozico to¢k. To nikakor ni v nasprotju s trditvijo, da lahko toga telesa v meha-
niki obravnavamo kot kontinue in zanemarimo njihovo notranjo strukturo. V enac¢bah lahko
seStevanje po diskretni mnozici tock nadomestimo z integriranjem po prostornini (zveznega)
telesa, tako da maso vsake totke nadomestimo z maso pdV, ki se nahaja v diferencialni
prostornini dV' (p je gostota).

Pri opisu togega telesa bomo uporabljali dva koordinatna sistema: “nepremicen” (torej
inercialen) sistem XY Z in gibljiv sistem z; = z, 29 = y,x3 = 2, ki je togo pritrjen na telo in
se giblje skupaj z njim. Izhodisce gibljivega sistema je smiselno postaviti v tezisce telesa.

Polozaj telesa glede na nepremic¢ni sistem je povsem dolocen, ¢e poznamo polozaj gibljivega
sistema. Naj ima izhodisce gibljivega sistema O krajevni vektor R (slika 35). Usmerjenost osi
gibljivega sistema glede na nepremicnega podajajo trije neodvisni vektorji, ki skupaj s tremi
komponentami vektorja R tvorijo Sest koordinat. Zato je togo telo mehanski sistem s Sestimi
prostostnimi stopnjami.

Oglejmo si poljuben infinitezimalen premik togega telesa. ZapiSemo ga lahko kot vsoto
dveh prispevkov. Prvi je infinitezimalen premocrtni premik telesa, pri katerem se tezisce
telesa premakne v svoj konéni polozaj, usmerjenost osi gibljivega sistema pa se ne spremeni.
Drugi prispevek je infinitezimalen zasuk okoli tezisca, pri kateri se Se ostale tocke premaknejo
v svoje konc¢ne polozaje.

Naj bo r krajevni vektor poljubne tocke P togega telesa v gibljivem sistemu, t pa krajevni
vektor iste tocke v nepremi¢nem sistemu (slika 35). Infinitezimalni premik dr tocke P je
sestavljen iz premika dR, ki je enak premiku tezisca, in premika d¢ X r glede na teziSce, ki
je posledica zasuka za infinitezimalen kot d¢ (glej (9.1)): dv = dR+ d¢ x r. Enacbo delimo
s trajanjem premika dt, vpeljemo *

de/dt =v, dR/dt=V, d¢/dt=9, (31.1)

*Da ne bo nesporazuma, moramo poudariti, da je ta nacin zapisa kotne hitrosti nekoliko poljuben: vektor
6P obstaja le za infinitezimalne zasuke, ne pa tudi za vse kon¢ne zasuke.
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in dobimo izraz

v=V+Qxr. (31.2)

X3 Xy

Slika 35:

Vektor V je vektor hitrosti tezis¢a telesa in je enak premocrtni (translacijski) hitrosti
telesa. Vektor €2 se imenuje kotna hitrost vrtenja telesa; njegova smer, tako kot smer vektorja
d¢, je vzdolz osi vrtenja. Zgornja enaCba pomeni, da lahko hitrost v poljubne tocke telesa
glede na nepremi¢ni koordinatni sistem zapiSemo s premocrtno hitrostjo telesa in njegovo
kotno hitrostjo vrtenja.

Poudariti moramo, da pri izpeljavi enacbe (31.2) nismo uporabili dejstva, da smo izhodisce
postavili v tezis¢e. Prednost te izbire po postala razvidna, ko bomo rac¢unali energijo telesa,
ki se giblje.

Sedaj predpostavimo, da izhodiScée gibljivega koordinatnega sistema ni v tezisé¢u O, temvec
v neki tocki O’, ki je od O oddaljena za a. Naj bo hitrost tocke O’ V', kotna hitrost novega
koordinatnega sistema pa €. Ponovno si oglejmo gibanje neke tocke telesa P in oznaéimo
z v’ njen krajevni vektor glede na O’. Tedaj je r = r' + a. To vstavimo v (31.2) in dobimo
v=V+Qxa+Qxr'. Iz definicije koli¢in V' in Q' dobimo v = V' + Q' x r’. S primerjavo
obeh izrazov dobimo

V =V+Qxa Q=Q. (31.3)

Druga enacba je zelo pomembna. Pove, da je kotna hitrost vrtenja gibljivega koordi-
natnega sistema (ob poljubnem trenutku) neodvisna od izbire koordinatnega sistema. Vsi
gibljivi sistemi se vrtijo s kotnimi hitrostmi €2, ki so po velikosti enake in med seboj vzpore-
dne. Zato lahko € imenujemo kotna hitrost telesa. Hitrost premega gibanja pa nima taksne
“absolutne” lastnosti.

Iz prve enacbe (31.3) je razvidno, da kadar sta v danem trenutku V in € pravokotna pri
neki izbiri izhodiséa O, sta tudi V' in € pravokotna po poljubni izbiri drugega izhodiséa O’.
Formula (31.2) nam v tem primeru pove, da so hitrosti v vseh tock telesa pravokotne na €.
Zato si lahko vedno * izberemo izhodiscée O’, katerega hitrost V' je enaka nic in gibanje telesa
v danem trenutku je ¢isto vrtenje okoli osi skozi O'. Ta os se imenuje trenutna os vrtenja. '

*O' lahko seveda leZi izven telesa.
'V splosnem, ko V in € nista pravokotna, si lahko izhodigée izberemo tako, da sta V in Q vzporedna, kar
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V nadaljevanju bo izhodisce gibljivega sistema vedno vezano na teziSce telesa, tako da bo
os vrtenja potekala skozi tezis¢e. V sploSnem se med gibanjem spreminjata tako velikost kot
smer vektorja (2.

§32 Vztrajnostni tenzor

Pri ra¢unanju kineti¢ne energije togega telesa bomo smatrali, da je sestavljeno iz diskretnih
delcev, takodaje T'= > %va, kjer seStevamo po vseh delcih telesa. Tukaj in v nadaljevanju
bomo poenostavili zapis in izpuscali indeks, ki oznacuje posamezne delce.

Vstavimo (31.2) in dobimo

TzZ%m(V—i—Q><r)2:Z%mVQ—i—ZmV-QXr—l—Z%m(er)Q.

Hitrosti V in €2 sta enaki za vsako tocko telesa. V prvem ¢lenu lahko zato izpostavimo %V2,
> m pa je kar masa telesa, ki jo ozna¢imo z p. Drugi ¢len je > mV -Qxr=> mr-VxQ =
V x Q- > mr. Ker je izhodis¢e gibljivega sistema v tezis¢u, je ta ¢len enak ni¢, saj je
> mr = 0. V tretjem ¢lenu razvijemo kvadrat vektorskega produkta. Rezultat je

T= %MVQ + % Zm[QQTQ —(2-1)?]. (32.1)

Kineti¢no energijo togega telesa lahko zapiSemo kot vsoto dveh prispevkov. Prvi ¢len v
(32.1) je kineti¢na energija premega gibanja in je enaka, kot ¢e bi bila vsa masa telesa zbrana
v tezis¢u. Drugi Clen je kineti¢na energija vrtenja s kotno hitrostjo € okoli osi, ki poteka
skozi teziste. Poudariti moramo, da je taksna delitev kineti¢ne energije na dva dela mogoca
le zato, ker smo izhodisce koordinatnega sistema, ki se giblje skupaj s telesom, postavili v
tezisce.

%

Kineti¢éno energijo vrtenja lahko zapiSemo v tenzorski obliki s komponentami * x; in ;

vektorjev r in €2:

1 2 .2
Trot = 3 § m(Qi*x” — Qi Q)
1 E 2
= 5 m(Qsz&kxl — Qzﬂkl’zl‘k)
1 2
= iﬂzﬁk E m(x;“i — xixk).

Uporabili smo identiteto 2; = §;., kjer je ;. enotski tenzor, katerega komponente so enake
ena, ¢e je 1 = k, in ni¢, ¢e je ¢ # k. S tenzorjem

Iik = Z m(a:féik - wza:k) (32.2)

pomeni, da je gibanje sestavljeno (v izbranem trenutku) iz vrtenja okoli neke osi in premocrtnega gibanja v
smeri te iste osi.

*V tem poglavju ¢rke i, k, [ oznacujejo tenzorske indekse in zavzamejo vrednosti 1,2,3. Ves ¢as bo veljal
dogovor o seStevanju, kar pomeni, da znakov za vsoto ne piSemo, izraze pa vedno (implicitno) sestejemo po
vrednostih 1,2, 3 vsakokrat, ko se nek indeks pojavi dvakrat v enacbi. TakSen indeks bomo imenovali nemi
indeks. Na primer A;B; = A - B, A? = A;A; = A%, in tako naprej. Neme indekse smemo vedno zamenjati z
drugimi nemimi indeksi, razen s tistimi, ki v enacbi Ze nastopajo.
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lahko konéno zapisemo izraz za kineti¢no energijo togega telesa:
1 5 1
Lagrangevo funkcijo togega telesa dobimo iz (32.3), ¢e odstejemo potencialno energijo:
1 5 1
L= §/LV + §IiinQk - U. (32.4)

Potencialna energija je v splosnem funkcija Sestih spremenljivk, ki dolo¢ajo polozaj togega
telesa. To so tri koordinate X, Y, Z teziSca in trije koti, ki doloc¢ajo smeri gibljivih koordinatnih
osi glede na nepremicne.

Tenzor I;;, se imenuje vztrajnostni tenzor telesa in je simetricen:

Lik = Iyi, (32.5)
kar je razvidno iz definicije (32.2). Zapisimo njegove komponente tudi eksplicitno:

Sm(y®+2%) =Y may — Y maz
L = S myz Y m(z? + 2?) — > myz . (32.6)
— > mzx =xmay  Yom(a® +y?)

Komponente I;, Iy, in I.. se imenujejo vztrajnostni momenti telesa okoli ustrezni osi.
Vztrajnostni tenzor je o¢itno aditiven: vztrajnostni moment telesa je vsota vztrajnostnih
momentov njegovih sestavnih delov.
Ce telo smatramo kot zvezno, potem postane vsota iz definicije (32.2) integral po prostor-
nini telesa:

Lix = /p($125ik: — xixg) dV. (32.7)

Kot vsak simetri¢ni tenzor drugega reda lahko tudi vztrajnostni tenzor diagonaliziramo s
primerno izbiro smeri osi x1, x2 in x3. Te smeri se imenujejo glavne vztrajnostne osi (angl.
principal axes of inertia), ustrezne vrednosti diagonalnih komponente tenzorja pa so glavni
vztrajnostni momenti, ki jih oznac¢imo z I, I in Is. Ko so osi x1, x9 in x3 izbrane na opisani
nacin, lahko kineti¢no energijo vrtenja zapiSemo na preprost nacin:

1

Trot = 2

(11912 + IQQQQ + 13932). (328)
Nobeden izmed treh glavnih vztrajnostnih momentov ne more biti ve¢ji od vsote drugih
dveh. Na primer

L+ 1= z:m(acl2 + x9% + 23632) > Zm(acl2 + x22) = 3. (32.9)

Telo, pri katerem so vsi trije glavni vztrajnostni momenti razli¢ni, se imenuje nesimetricna
vrtavka. Ce sta dva enaka (I} = I # I3), telesu pravimo simetri¢na vrtavka. V tem primeru
si lahko eno izmed glavnih osi v ravnini z129 poljubno izberemo. Ce so enaki vsi trije glavni
vztrajnostni momenti, se telo imenuje krogelna vrtavka, za tri vztrajnostne osi pa si lahko
izberemo poljubne tri med seboj pravokotne osi.

Glavne vztrajnostne osi telesa lahko hitro dolo¢imo, ¢e je telo simetri¢no, saj je razumljivo,
da morajo tezisée telesa in smeri glavnih osi imeti isto simetrijo kot telo. Ce ima na primer telo
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zrcalno simetrijo, mora tezisce lezati v ravnini zrcaljenja, kar velja tudi za dve izmed glavnih
osi, medtem ko mora biti tretja pravokotna na ravnino, Oc¢iten primer je sistem delcev, ki
vsi lezijo v isti ravnini. V tem primeru obstaja preprosta povezava med tremi glavnimi
vztrajnostnimi momenti. Naj bo ravnina, v kateri lezijo delci, ravnina xjx2, medtem ko je za
vse delce z3 = 0. Tedaj je I1 = Y. mao?, Ir =Y mx1?, Is = Y. m(z12 + 222), od koder sledi

Is =11 + . (32.10)
Ce ima telo simetrijsko os poljubnega reda, mora tezis¢e lezati na osi, os pa je tudi ena
izmed glavnih vztrajnostnih osi, drugi dve pa sta na os pravokotni. Ce je red osi vigji od
drugega, je telo simetri¢na vrtavka. Poljubno os, ki je pravokotna na simetrijsko os, lahko
namre¢ zasukamo za kot razlicen od 180° okoli simetrijske osi, zato izbira pravokotnih osi ni
enoli¢na, kaj je mozno le pri simetriéni vrtavki.
Poseben primer je sistem delcev, ki vsi lezijo na isti premici. Ce os 3 sovpada s to
premico, za vsak delec velja 1 = xo = 0, zato sta dva vztrajnostna momenta enaka, tretji pa
je enak nic:

Li=I,=>) mas® Iy=0. (32.11)

Taksen sistem se imenuje rotator. Od drugih teles se lo¢i po tem, da ima le dve (okoli osi 1
in x9) in ne treh vrtilnih prostostnih stopenj: nesmiselno je govoriti o vrtenju premice same
okoli sebe.

Na koncu navedimo Se eno pravilo, ki je uporabno pri racunanju vztrajnostnega tenzorja.
Ceprav smo tenzor definirali glede na koordinatni sistem, katerega izhodisce lezi v teziscu
(kar je potrebno, ¢e naj velja osnovna enacba (32.3)), ga lahko véasih laze dolo¢imo, ce
najprej izratunamo podoben tenzor I';, = Zm(a:’f&ik — 2/i2'y), ki je definiran glede na
drugo izhodisée O'. Ce razdaljo OO’ predstavlja vektor a, velja r =1’ + a, x; = 2/; + a;; ker
zaradi definicije tocke O velja > mr = 0, od tod sledi

Iy = Lip + p(aSix — azag). (32.12)

Z uporabo te formule * lahko hitro izracunamo I;;, ¢e je I’;; poznan.

NALOGE

NALOGA 1. Dolo¢i vztrajnostne momente molekul, ki jih smatramo kot sisteme togo povezanih delcev,
naslednjih oblik: (a) linearna molekula, (b) triatomska molekula v obliki enakokrakega trikotnika

(slika 36), (c) stiriatomska molekula v obliki enakostrani¢nega tetraedra (slika 37).
Resitev: (a)

1
L=I==Y mamla’, I3=0,
K a#b

kjer je m, masa a-tega atoma, l,;, razdalja med a-tim in b-tim atomom, seStevamo pa po vseh parih
atomov v molekuli.

Za dvoatomsko molekula ima vsota en sam Clen, rezultat pa je predvidljiv: to je zmnozek reducirane
mase atomov in kvadrata razdalje med njima: Iy = Iy = mymal?/(my + ms).

(b) Tezisce je na simetrijski osi trikotnika, od osnovnice je oddaljeno za Xo = moh/u (h je visina
trikotnika). Vztrajnostni momenti so I1 = 2mymoh?/p, Iy = %m1a2, I3 =1 + L.

*Imenujemo jo tudi Steinerjev izrek. op. prev.
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Slika 36:
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Slika 37:
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(c) Tezisce je na simetrijski osti tetraedra in je oddaljeno za X3 = mah/p od osnovne ploskve (h

je visina tetraedra). Vztrajnostni momenti so I; = I = 3m1m2h2/,u + %mlaz, Is = mya®. Ce je

my = msy in h = \/2/3a, je molekula enakostrani¢ni tetraeder in dobimo I; = Iy = I3 = mja®.

NALOGA 2. Izracunaj vztrajnostne momente naslednjih homogenih teles: (a) tanka palica dolzine [,
(b) krogla polmera R, (c) okrogel valj polmera R in visine h, (d) kvader s stranicami a, b in ¢, (e)
pokonéni krozni stozec visine h in polmera R, (f) elipsoid s polosmi a, b in c.

Resitev: (a) I = I, = {5ul?, I3 = 0 (¢e zanemarimo debelino palice)

by L =L=1I= %,uR2 (kar dobimo, ¢e izratunamo vsoto Iy + I + Is = 2p [r2dV).

(c) Iy = Iy = T pu(R® + §h?), I3 = 3puR? (os x5 sovpada s simetrijsko osjo valja)

(d) I = Sub? + ), I = Su(a® + %), Iy = Sp(a® +b?) (osi 1, 22, 23 lezijo v smeri stranic a,
bin c)

(e) Najprej izratunamo tenzor I';; glede na izhodisée v vrhu stozca (slika 38). Izracun je preprost,
¢e uporabimo valjni koordinatni sistem. Dobimo I’y = I’y = 2p(1R* + h?), I’y = %MRQ. Hitro lahko
ugotovimo, da teziSce lezi na osi stozca, in da je od vrha stozca oddaljeno za a = Sh. S Steinerjevim
pravilom (32.12) potem dobimo Iy = Iy = I'y — pa® = Su(R* + 1h?), Iy =I'3 = %NRQ.

14
X3y X3

X2
X3
o’ =y
%,
Slika 38:

(f) Tezisce elipsoide lezi v njegovem izhodis¢u, glavne vztrajnostne osi pa lezijo v smereh osi
elipsoida. Integracijo po prostornini elipsoida lahko poenostavimo v integracijo po prostornini krogle s
transformacijo x = a&, y = b, z = ¢, ki enacbo povrsine elipsoida 22 /a2 + 32 /b* + 22 /c* = 1 pretvori
v enacébo enotske krogle €2 +n? + (2 = 1.

Na primer vztrajnostni moment okoli osi x je enak

I, = p///(y2 + 2% dedydz
= pabe / / / (0% + 2¢?) dedndc

1
- §abd’(b2 +c?),

kjer je I' vztrajnostni moment enotske krogle. Ker je prostornina elipsoida 4mabe/3, od tod dobimo
vztrajnostne momente elipsoida: Iy = $u(b? + ¢2), Io = tp(a® + 2), Iy = tpu(a® + b?).

NALOGA 3. Izrac¢unaj frekvenco majhnega nihanja togega nihala (angl. compound pendulum) (togega
telesa, ki lahko prosto niha okoli nepremic¢ne vodoravne osi v teznostnem polju).
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Resitev: Naj bo [ razdalja med tezis¢em nihala in osjo, okoli katere se lahko vrti nihalo, o, 8 in
7 pa naj bodo koti med glavnimi vztrajnostnimi osmi in osjo vrtenja. Kot spremenljivko si bomo
izbrali kot ¢ med navpicnico in premico skozi tezisce, ki je pravokotna na os vrtenja. Hitrost tezisca
eV = l(b, komponente kotne hitrosti v smereh glavnih vztrajnostnih osi pa so ¢ cos «, c;Scos 8 in qbfy
Ce predpostavimo, da je kot ¢ majhen, je potencialna energija enaka U = ugl(1l — cos @) =~ 2ugl¢2.
Lagrangeva funkcija je torej

1
l¢2 (11 cos? o+ Iy cos? B + I3 cos® )2 —7ugl¢

Frekvenca nihanja je
w? = pgl/(ul? + I cos® a + I cos? B + I3 cos® ).

NALOGA 4. Izracunaj kineti¢no energijo sistema, prikazanega na sliki 39: OA in OB sta tanki ravni
palici s konstantnimi presekom, dolzine [, ki sta povezani s tecajem v tocki A. Palica OA se vrti (v
ravnini slike) okoli tocke O, skrajni konec B palice AB pa lahko drsi po premici Oz.

Yy

Slika 39:

Resitev:  Hitrost tezisca palice OA (ki lezi v sredini palice) je %lq'b, kjer je ¢ kot AOB. Kineticna
energija palice OA je torej T1 = éuquz.SQ + %IéQ, kjer je u masa vsake palice.

Kartezi¢ni koordinati teziS¢éa palice AB sta X = %lcosqﬁ inY = %lsin ¢. Ker je kotna hitrost
vrtenja tudi druge palice enaka ¢, je kineticna energija te palice enaka T = %M(XQ +Y?) + %Iq52 =
%Mlz(l + 8sin? gb)qf)z + %1452. Celotna kineti¢na energija tega sistema je torej T = %plQ(l + 3sin? qb)q'ﬁz,
ker je I = 75ul? (glej nalogo 2(a)).

NALOGA 5. Poiséi kineti¢no energijo valja polmera R, ki se kotali po ravnih tleh, ¢e je masa valja
porazdeljena tako, da je ena glavna vztrajnostna os vzporedna z osjo valja in je od nje oddaljena za
a, vztrajnostni moment okoli te glavne osi pa je I.

Resitev: Naj bo ¢ kot med navpicnico in premico skozi tezisce, ki je pravokotna na os valja (slika 40).
Gibanje valja ob poljubnem trenutku lahko opisemo kot ¢isto vrtenje okoli trenutne osi, ki sovpada s
premico, vzdolz katere se valj dotika podlage. Kotna hitrost tega vrtenja je enaka q'S, saj je kotna hitrost
vrtenja okoli vseh vzporednih osi enaka. Tezisce je od trenutne osi oddaljeno za \/ a? + R? — 2aR cos ¢,

njena hitrost pa je torej V = (ﬁ\/aQ + R2 — 2aRcos ¢. Celotna kineti¢na energija je torej

1 o 1.
T = Eu(a2 + R? — 2aRcos ¢)¢* + §1¢2.
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Slika 40:

NALOGA 6. Poiséi kineti¢no energijo homogenega valja polmera a, ki se kotali v notranjosti polkrozne
povrsine polmera R (slika 41).

wm S

Slika 41:

Resitev: 7 ¢ oznac¢imo kot med navpicnico in premico skozi srediSce valja in sredisce polkrozne
povrsine. Tezisce kotalecega se valja je na osi, njegova hitrost pa je V = (b(R — a). Kotna hitrost je
enaka kotni hitrosti vrtenja okoli trenutne osi, ki sovpada z dotikalis¢em valja in podlage, {2 = V/a=
(R — a)/a. Ce je I3 vztrajnostni moment okoli osi valja, dobimo

1 ; 1 3 :
T= iﬂ(R —a)’¢® + 513(3 —a)?¢?/a® = EM(R —a)?¢?.
I3 smo izrac¢unali v nalogi 2(c).

NALOGA 7. Poisci kineti¢no energijo homogenega pokon¢nega kroznega stozca, ki se kotali po rav-
nini.

Resitev: 7 0 oznacimo kot med daljico O A, vzdolz katere se stozec dotika tal, in neko poljubno smerjo
v ravnini (slika 42). Tezisce lezi na osi stozca, njegova hitrost je V = ab cos a, kjer je a kot stozca,
a pa razdalja od tezisca do vrha stozca. Kotno hitrost dobimo kot kotno hitrost Cistega vrtenja okoli
trenutne osi: Q = V/asina = 6 cot a. Ena izmed glavnih vztrajnostnih osi (x3) lezi vzdolz osi stozca,
drugo os pa si izberemo tako, da lezi pravokotno na os stozca in na daljico OA. Komponente vektorja
Q (ki je vzporeden z OA) vzdolz glavnih vztrajnostnih osi so Qsin«, 0, cos @. Kinetiéna energija je
torej

1 cos* o

. 1. . 1_ .
T= 5/m2092 cos? a + 51192 cos? o + 51392

= 3uh260%(1 + 5 cos? @) /40,

sin? a

kjer je h visina stozca, I, Is in a pa so podani v nalogi 2(e).
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Slika 42:

NALOGA 8. Dolodi kineti¢no energijo homogenega pokoncnega kroznega stozca, katerega osnovna
ploskev se vali po ravnini, vrh stozca pa je vpet na visini, ki je enaka polmeru osnovne ploskve, tako
da je os stozca vzporedna z ravnino.

Resitev:  Naj bo 6 kot med izbrano smerjo v ravnini in projekcijo osi stoZca na ravnino (slika 43).
Hitrost tezisca lahko tedaj zapiSemo kot V = aé, pri ¢emer uporabljamo enake oznake kot v sedmi
nalogi. Trenutna os vrtenja je daljica tvorilka OA, ki poteka skozi tocko, v kateri se stozec dotika
ravnine. Tezisce je oddaljeno za asina od te osi, zato je @ = V/asina = 0/ sina. Komponente
vektorja Q vzdolz glavnih vztrajnostnih osi (pri tem je os xo pravokotna na os stozca in na daljico
OA) so Qsina = 0,0,Qcosa = O cot a. Kineticna energija je torej

1 . 1. 1.
T = iua292 + 51192 + 5[392 cot? o

= 3uh?6?(sec® o + 5) /40.

Slika 43:

NALOGA 9. Doloéi energijo homogenega elipsoida, ki se vrti okoli ene izmed svojih osi (AB na
slika 44), medtem ko se ta os soc¢asno vrti okoli premice C'D, ki je pravokotna na os AB in poteka

skozi sredisce elipsoida.
Resitev: Kot zasuka okoli C'D naj bo 6, kot zasuka okoli AB (torej kot med C'D in glavno vztrajnostno
osjo x1, ki je pravokotna na AB) pa naj bo ¢. Komponente vektorja € vzdolz vztrajnostnih osi so
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tedaj 6 cos o, fsin ¢, ¢, e je os x3 enaka osi AB. Ker tezis¢e v srediscu elipsoida miruje, je kineti¢na
energija enaka

1 N
T = 5(11 cos? ¢ + Iysin® )62 + 513¢2.

Slika 44:

Slika 45:

NALOGA 10. Kot v deveti nalogi, le da tu os AB ni pravokotna na CD, $e vedno pa lezi vzdolz
simetrijske osi elipsoida (slika 45).

Resitev:  Komponente vektorja €2 vzdolz osi AB in drugih dveh glavnih vztrajnostnih osi, ki so
pravokotne na AB, sicer pa poljubne, so 6 cos o cos o, 6 cos avsin o, (i)—ﬁ— fsina. Kineticna energija je

T = %119'2 cos? o + %Ig((ﬁ + fsina)?.

§33 Vrtilna kolic¢ina togega telesa

Kot ze vemo, je vrednost vrtilne koli¢ine odvisna od tocke, glede na katero je definirana. Pri
mehaniki togega telesa je najbolj primerna izbira izhodisce gibljivega koordinatnega sistema,

torej teziSce telesa. V nadaljevanju bomo tako definirano vrtilno koli¢ino oznacevali z M.

Mehanika, v. 1



102 GIBANJE TOGEGA TELESA 33

Iz enacbe (9.6) sledi ob nasi izbiri izhodis¢a v tezis¢u, da je vrtilna kolicina M enaka
“lastni” vrtilni koli¢ini telesa, ki je posledica vrtenja telesa okoli lastnega tezis¢a. V definiciji
M =) mr X v zato nadomestimo v z £ x r:

M = Zmr X (2 xr)= Zm[rZQ —r(r-Q)],
ali v tenzorskem zapisu
M; = Zm(mlzﬁi — 2z Q) = Qe Z m (2205, — TiTp).
Z uporabo definicije (32.2) vztrajnostnega tenzorja konéno dobimo
M; = LipS. (33.1)

Ce se osi 1, o in z3 ujemajo z glavnimi vztrajnostnimi osmi, lahko enacbo (33.1)
zapisemo kot
My = LQ1, My = LQs, M= I3Q;. (33.2)

V posebnem primeru, ko imamo opravka s krogelno vrtavko, so vsi trije glavni vztrajnostni
momenti enaki in velja preprosta enacba

M = I, (33.3)

kar pomeni, da je vektor vrtilne koli¢ine sorazmeren z vektorjem kotne hitrosti in kaze v isto
smer. Pri poljubnem telesu pa v splosnem vektor M ne kaze v isto smer kot vektor €2; v isto
smer kazeta le tedaj, ko se telo vrti okoli ene izmed glavnih vztrajnostnih osi.

Oglejmo si togo telo, ki se giblje prosto; nanj ne deluje nobena zunanja sila. Predpo-
stavimo, da smo iz naloge predhodno izlocili enakomerno premocrtno gibanje telesa, ki ni
zanimivo, tako da je edino gibanje telesa prosto vrtenje.

Tako kot pri vsakem izoliranem sistemu je tudi pri prosto vrtecem se telesu vrtilna koli¢ina
konstantna. Pri krogelni vrtavki iz pogoja M = konst sledi €2 = konst; to pomeni, da je
najbolj splosno prosto vrtenje krogelne vrtavke enakomerno vrtenje okoli nepremicéne osi.

Tudi pri rotatorju je gibanje preprosto. Tudi tu je M = I€Q, kjer je vektor € pravokoten
na os rotatorja. Zato je prosto vrtenje rotatorja enakomerno vrtenje v ravnini okoli osi, ki je
na ravnino pravokotna.

Zakon o ohranitvi vrtilne koli¢ine zadostuje tudi za to, da dolo¢imo bolj kompleksno prosto
vrtenje simetricne vrtavke. Uporabimo dejstvo, da lahko dve glavni vztrajnostni osi x1, z2
(pravokotni na simetrijsko os vrtavke x3) poljubno izberemo in os x2 postavimo tako, da je
pravokotna na ravnino, ki vsebuje konstantni vektor M in trenutni polozaj osi x3. Tedaj je
Ms =0 in iz (33.2) sledi, da je Q9 = 0. To pomeni, da smeri M, € ter osi vrtavke v vsakem
trenutku lezijo v eni ravnini (slika 46). Od tod pa sledi, da je hitrost v = € X r vsake tocke
na osi vrtavke v vsakem trenutku pravokotna na to ravnino. To pomeni, da se os vrtavke
enakomerno vrti (glej spodaj) okoli smeri vektorja M in opiSe krozni stozec. Temu pravimo
navadna precesija vrtavke. Socasno se vrtavka enakomerno vrti okoli lastne osi.

Kotni hitrosti obeh vrtenj lahko preprosto zapiSemo z vrtilno koli¢ino M in kotom 6 med
osjo vrtavke in smerjo vektorja M. Kotna hitrost vrtenja vrtavke okoli lastne osi je kar
komponenta vzdolz osi vektorja €2, torej (23:

Qg = Mg/Ig = (M/Ig) cosf. (334)
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Slika 46:

Hitrost precesije €2, dobimo tako, da vektor () razdelimo na komponenti vzdolz osi x3 in v
smeri M. Prva komponenta ne opisuje premikanja osi vrtavke, zato je druga komponenta ze
kar iskana kotna hitrost precesije. Slika 46 kaze, da je Q,,sinf = Q. Ker je Oy = M /I; =
(M/I1)sin 0, sledi

Qpe = M/1. (33.5)

§34 Gibalne enacbe za togo telo

Ker ima togo telo v splosnem Sest prostostnih stopenj, mora biti tudi gibalnih enacb Sest.
Zapisemo jih lahko v obliki, kjer nastopata ¢asovna odvoda dveh vektorjev, gibalne koli¢ine
in vrtilne koli¢ine telesa.

Prvo enacbo dobimo, ¢e sestejemo enacbe p = f za vsak delec v telesu, kjer je p gibalna
koli¢ina delca, f pa sila, ki nanj deluje. Celotna gibalna koli¢ina telesa je P = > p = uV,
skupna sila na telo (rezultanta, op. prev.) pa je F = ) f; prva gibalna enacba se s tema
koli¢inama, zapiSe kot

dP/dt =F. (34.1)

Ceprav smo F definirali kot vsoto vseh sil f, ki delujejo na razliéne delce, vkljuéno s silami
zaradi ostalih delcev, sila F dejansko sestoji le iz zunanjih sil: sile zaradi interakcij med delci
se morajo okrajSati, ker mora biti v odsotnosti zunanjih sil gibalna koli¢ina telesa ohranjena
(tako kot pri vseh izoliranih sistemih), zato mora tedaj veljati F = 0.

Ce je U potencialna energija togega telesa v zunanjem polju, dobimo silo F z odvajanjem
U po koordinatah tezisca:

F = —-0U/0R. (34.2)

Ce se namre¢ telo vzporedno premakne za razdajo 6R, se krajevni vektor t vsake tocke telesa
spremeni za 0R, zato je razlika potencialne energije

SU = (0U/dr) -6t =0R-» 0U/dv=—R-» f=—F-6R.
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Opazimo, da lahko enacbo (34.1) dobimo tudi kot Lagrangevo enacbo za koordinate
tezisca, (d/ dt)0L/OV = OL/OR, z Lagrangevo funkcijo (32.4), za katero dobimo

OL/OV =V =P, OL/OR = —0U/0R = F.

Izpeljimo sedaj drugo gibalno enacbo, ki podaja ¢asovni odvod vrtilne koli¢ine M. Izpe-
ljavo bomo poenostavili tako, da si bomo izbrali “nepremicen” (inercialen) opazovalni sistem
tako, da bo tezisce v tem sistemu mirovalo v obravnavanem trenutku.

Velja M = (d/dt) Y r x p= Y.t x p+ Y. r x p. Nasa izbira opazovalnega sistema, kjer
je V = 0, pomeni, da je vrednost odvoda 1 v obravnavanem trenutku enaka v = t. Ker sta
vektorja v in p = mv vzporedna, je r X p = 0. Odvod p zamenjamo s silo f in konéno dobimo

dM/ dt = K, (34.3)

kjer je
K=> rxf. (34.4)

Ker smo M definirali kot vrtilno koli¢ino okoli tezis¢a (glej zacetek 33), se ta ne spremeni
ob prehodu iz enega inercialnega sistema v drugega. To je razvidno iz enacbe (9.5) z R =
0. Od tod sledi, da gibalna enacba (34.3) zaradi Galilejevega nacela relativnosti velja v
poljubnem inercialnem opazovalnem sistemu, ¢eprav smo jo izpeljali v posebno izbranem
sistemu.

Vektor r x f se imenuje navor sile f, zato je K skupni navor, torej vsota vseh navorov sil,
ki delujejo na telo. Podobno kot skupna sila F vkljuc¢uje tudi vsota (34.4) samo zunanje sile:
zaradi ohranitve vrtilne koli¢ine mora biti vsota navorov notranjih sil v izoliranem sistemu
enaka nic.

Navor sile je tako kot vrtilna koli¢ina v sploSnem odvisen od izbire izhodisca, glede na
katerega je definiran. V (34.3) in (34.4) so navori definirani glede na tezisce telesa.

Ko se izhodis¢e premakne za a, je nov krajevni vektor r’ vsake tocke telesa enak r — a.
Zatoje K=>Yrxf=> 1" xf+ > axfali

K=K +axF. (34.5)

Vidimo, da je navor neodvisen od izbire izhodisca, ¢e je rezultanta sil na telo F = 0. V tem
primeru recemo, da na telo deluje dvojica sil.

Enacbo (34.3) lahko smatramo kot Lagrangevo ena¢bo (d/ dt)0L/02 = OL/0¢ za “vrtilne
koordinate”. Ce Lagrangevo funkcijo (32.4) odvajamo po komponentah vektorja €2, dobimo
OL/0Q; = I;;Qy = M;. Sprememba potencialne energije zaradi infinitezimalnega zasuka

telesa d¢p je U = —> f-dv=—=> f - d¢p xr=—0¢ > r xf = —-K - ¢, od koder sledi
K = -0U/d¢, (34.6)

tako da je OL/0¢p = —0U/0¢ = K.
Predpostavimo, da sta F in K pravokotna. Tedaj obstaja vektor a, za katerega je K’ iz
enacbe (34.5) enak ni¢ in velja
K=axF. (34.7)

Izbira vektorja a ni enoli¢na, saj lahko k a pristejemo poljuben vektor, ki je vzporeden z F, pa
se enacba (34.7) ne bo spremenila. Pogoj K’ = 0 zato ustreza premici (in ne tocki) v gibljivem
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koordinatnem sistemu. Ko je K pravokoten na F, lahko ucinek delujocih sil privedemo na
eno samo silo F, ki deluje vzdolz te premice.

TaksSen primer je na primer homogeno polje sile, v katerem je sila na delce f = eE, kjer
je E konstanten vektor, ki opisuje polje, e pa lastnost delca glede na to polje. * Tedaj je
F=E) e, K =) er x E. Predpostavimo, da »_ e # 0, in vpeljimo krajevni vektor rg, ki

izpolnjuje pogoj
ro = Z er/ Z e. (34.8)

K =1y xF. (34.9)

Skupni navor je preprosto

Ko se togo telo giblje v homogenem polju, je torej u¢inek polja takSen, kot bi ena sama sila
F prijemala v tocki, katere krajevni vektor je (34.8). Lega te tocke je povsem dolo¢ena z
lastnostmi telesa. Na primer v gravitacijskem polju je ta tocka tezisce.

§35 Eulerjevi koti

Kot smo ze omenili, lahko gibanje togega telesa opiSemo s koordinatami njegovega tezisc¢a in
s tremi koti, ki doloc¢ijo usmerjenost osi x1, 2 in x3. Za te kote si je pogosto smiselno izbrati
Eulerjeve kote.

Ker nas zanimajo le koti med koordinatnimi osmi, lahko izhodis¢i obeh sistemov postavimo
v isto tocko (slika ?7). Gibljiva ravnina 22 seka nepremicéno ravnino XY vzdolz premice
ON, ki se imenuje modalna premica. Ta je pravokotna tako na os Z kot na os x3; njena
pozitivna smer je v smeri vektorskega produkta z x x3 (kjer sta z in x3 enotska vektorja
vzdolz osi z in x3).

Smeri osi x1, x2 in x3 glede na osi X, Y in Z so dolocene s kotom 6 med osmi Z in x3,
kotom ¢ med osjo X in polpremico ON, ter kotom ¢ med osjo x1 in polpremico ON. Kota ¢
in ¢ merimo okoli osi Z in z3 v smeri podani s pravilom desnega vijaka. Kot 6 ima vrednosti
med 0 in 7, kota ¢ in ¢ pa med 0 in 27.

Zapisimo sedaj komponente kotne hitrosti €2 vzdolz osi x1, x2 in x3 z Eulerjevimi koti in
nj1h0v1m1 odvodi. V ta namen moramo poiskati komponente hitrosti 0, d) in 1/} vzdolz teh

. Kotna hitrost 0 je v smeri modalne premice ON, njene komponente pa so 6, = 6 cos Y,
«92 = —fsin ¥, 03 = 0. Kotna hitrost gZ) je v smeri osi Z; njena komponenta vzdolz osi z3 je
b3 = <Z>cos 0, v ravnini 122 pa gbsmG Slednjo razcepimo na komponenti vzdolz osi x1 in xo,
ki sta ¢1 qﬁsm@snn/; in qﬁz gzﬁsmecosw Kotna hitrost w pa je v celoti vzdolz osi x3.

Zberemo komponente vzdolz vsake izmed osi in dobimo

Qo = ¢sinfcosyy — Osiny,
Q3 = ¢pcosb + 1.

Q= qﬁsin&sinw + 0 cosp,
} (35.1)

Ce so osi x1, o2 in x3 glavne vztrajnostne osi telesa, potem dobimo vrtilno kineti¢no
energijo, izrazeno z Eulerjevimi koti, ¢e vstavimo (35.1) v (32.8).

*V homogenem elektricnem polju je na primer E jakost elektricnega polja, e pa naboj; v homogenem
gravitacijskem polju je E gravitacijski pospesek g, e pa masa m.

tKota 6 in ¢ — %7? sta polarni kot in azimut smeri z3 glede na osi X, Y in Z. Kota 6 in %7? — 1) sta polarni
kot in azimut smeri Z glede na osi x1, x2 in 3.

Mehanika, v. 1



106 GIBANJE TOGEGA TELESA 35

Za simetri¢no vrtavko (I = Iz # I3) tako dobimo
1. . : 1. . .
Trot = 511(¢>2 sin? 0 4 6%) + 5 Ts(¢cost + )2, (35.2)

Ta izraz lahko poenostavimo, ¢e upostevamo dejstvo, da je pri simetri¢ni vrtavki izbira glavnih
osi x1 in xo poljubna. Ce izberemo os x1 vzdolz vozelne premice ON, torej b = 0, potem so
komponente kotne hitrosti kar

O =0, Qy=dsinh, Q3= dcosh+ . (35.3)

Kot preprost primer uporabe Fulerjevih kotov si bomo ponovno ogledali prosto gibanje
simetri¢ne vrtavke (glej 33). Naj bo os Z nepremicnega koordinatnega sistema v smeri kon-
stantne vrtilne koli¢ine vrtavke M. Os z3 gibljivega sistema je vzdolz osi vrtavke; naj os x1
sovpada z vozelno premico v obravnavanem trenutku. Tedaj so po enacbi (35.3) komponente
vektorja M enake My = I1Qy = 16, My = I1Qo = I1¢sin 0, My = [3Q3 = Ig(gf)(jose + 1/))
Ker je os x1 pravokotna na os Z, velja My =0, My = M sinf in M3 = M cos@. S primerjavo
dobimo

=0, Lip=M, I3(¢pcosf+v)= M cosh. (35.4)

Iz prve enacbe sledi § = konst, zato je kot med osjo vrtavke in smerjo vektorja M
konstanten. Druga enacba podaja kotno hitrost precesije b = M /I, kar je v skladu z
(33.5). Iz tretje enacbe konéno dobimo kotno hitrost, s katero se vrtavka vrti okoli lastne
osi: Q3 = (M/I3) cos@.

NALOGE

na izra¢un integrala (slika 47).

X3 Z
\ X2
\
1 0 Y
ug
0 4
X

X N

Slika 47:

Resitev: Kot skupno izhodisée nepremicnega in gibljivega koordinatnega sistema si izberemo ne-
premicno tocko O na vrtavki, os Z pa naj kaze navpi¢no navzgor. Lagrangeva funkcija vrtavke v polju
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teznosti je L = %(Il + ul2)(92 + ¢2 sin? 0) + %Ig(ib + ¢ cos0)2 — ugl cos 0, kjer je p masa vrtavke, [ pa
razdalja od tocke, v kateri je vpeta, do njenega tezisca
Koordinati ¢ in ¢ sta ciklicni. Zato obstajata dva integrala gibanja:

py = AL/ = I3(¢) 4 ¢ cosf) = konst = M; (1)

pe = 0L/ = (I'y sin® O + I3 cos? 0)d + I31) cos § = konst = M., (2)
kjer je I'y = I + pul?; koli€ini py in ps sta komponenti vrtilne koli¢ine glede na O okoli osi x3 in Z.
Energija
1 . . 1 . .
E= 5]’1(92 + ¢%sin? 0) + 5]3(1# + ¢cos0)? + pgl cos (3)

se tudi ohranja.
Iz enacb (1) in (2) sledi

Y = (M, — Mscosf)/I'y sin? 0, (4)
. Ms M, — Ms5cosf

= — —cosf)—————. 5
¥ I3 cos I’y sin’ 6 (5)

Z uporabo enacb (4) in (5) iz energije (3) odpravimo ¢ in v,

1 .
E = 51'192 + Uegr(6),

kjer je
M2
E=F— =2 gl
o, ~ Mob (6)
(M, — M3 cos 0)?

Ueff =

21" sin? @ — #gl(l = cosf).

= / V2[E T, @)

to je elipti¢ni integral. Kota 1 in ¢ nato izrazimo s 6 s pomocjo integralov, ki jih dobimo iz enacb (4)
in (5).

Obseg vrednosti, ki jih lahko med gibanjem zavzame 6, je dolo¢en s pogojem E’ > U (). Funkcija
Uesr(0) gre proti neskonénosti (¢e M3 # M), ko gre 6 proti 0 ali proti 7, med tema vrednostma pa
ima funkcija minimum. Zato ima enacba E’ = Ueg(#) dva korena, ki dolo¢ata mejni vrednosti 6; in
¢ naklona osi vrtavke glede na navpicnico.

Ko se 0 spreminja od 67 do 65, odvod q/) spremeni predznak natanko tedaj, ko razlika M, — M; cos 0
spremeni predznak na tem obmoécju vrednosti 0. Ce gb ne spremeni predznaka, vrtavka enakomerno
precedira okoli navpi¢nice in socasno kima (niha gor in dol). Taks$no nihanje imenujemo nutacija
(angl. nutation); glej sliko 48a, kjer krivulja prikazuje sledi osi na povrsini krogle, katere sredisce lezi
v pritrjeni tocki vrtavke. Ce (;5 spremeni predznak, je smer precesije razlicna na obeh mejnih kroznicah,
zato os vrtavke opisuje zanke, ko se giblje okoli navpi¢nice (slika 48b). In konéno, ¢e je ena izmed
vrednosti 67 ali > nicla funkcije M, — M3 cos 6, tedaj postaneta (b in 6 socasno enaka ni¢ na ustrezni
mejni kroznici, pot osi pa je podobna prikazani na sliki 48c.

Tako dobimo

NALOGA 2. Pod kaksnim pogojem je vrtenje vrtavke okoli navpi¢ne osi stabilno?

Resitev: Ko je 8 = 0, osi w3 in Z sovpadata, zato je M3 = M, in E' = 0. Vrtenje okoli te osi je
stabilno, ¢e je = 0 minimum funkcije Ueg (#). Za majhne vrednosti 0 velja Ueg ~ (M32/8I’ —%ugZ)HQ,
od koder dobimo pogoj za stabilnost: Ms? > 4I' ugl ali Q3% > 41’y ugl/I3>.

NALOGA 3. Obravnavaj gibanje vrtavke, katere kineti¢na energija vrtenja okoli osi je velika v pri-
merjavi z njeno potencialno energijo v teznostnem polju (taksno vrtavko imenujemo hitra vrtavka).
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0,
8,

(a) (b) (©)

Slika 48:

Resitev: 'V prvem priblizku zanemarimo vpliv teznosti, tako da os vrtavke prosto precedira okoli
smeri vrtilne koli¢cine M, kar v tem primeru ustreza nutaciji vrtavke; po (33.5) je kotna hitrost te
precesije enaka
Q.. =M/TI'y. (1)
V naslednjem priblizku lahko re¢emo, da vrtilna kolicina M pocasi precedira okoli navpi¢nice
(slika 49). Hitrost te precesije dolo¢imo tako, da izra¢unamo povpre¢je tocéne gibalne enacbe (34.3)
dM/ dt = K po periodi nutacije. Navor teznostne sile na vrtavko je K = ulng x g, kjer je ng enotski
vektor v smeri osi vrtavke. Iz simetrijskih razlogov mora biti o¢itno, da je rezultat ra¢unanja povprecja
kolicine K po “nutacijskem stozcu” ta, da moramo nadomestiti n3 z njegovo komponento (M /M) cos «
v smeri M, kjer je a kot med M in osjo vrtavke. Tako dobimo dM/ dt = —(ul/M)gx M cos . Od tod
razberemo, da vektor M precedira okoli smeri g (torej okoli navpi¢nice) s povpreéno kotno hitrostjo

ﬁp1r = 7(:U‘l/M)g Cos &, (2)

ki je majhna v primerjavi z Q.

Slika 49:

V tem priblizku sta koli¢ini M in cosa v enacbah (1) in (2) konstanti, Geprav v resnici nista
integrala gibanja. V okviru iste natancnosti sta povezani s koli¢inami, ki se zares ohranjata, preko

zvez M3 = M cos « in

cos?a sin? a)

I3 + I’y

1
E =~ -M?
2 (
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§36 Eulerjeve enacbe

Gibalne enacbe, zapisane v 34, se nanasajo na nepremi¢ni koordinatni sistem: odvoda dP/dt
in dM/dt v enacbah (34.1) in (34.3) sta hitrosti spreminjanja vektorjev P in M glede na
nepremicni sistem. Najbolj preprosto povezavo med komponentami vrtilne koli¢ine M togega
telesa in komponentami kotne hitrosti pa lahko zapisemo v gibljivem koordinatnem sistemu,
katerega osi so glavne vztrajnostne osi telesa. To povezavo lahko uporabimo, ¢e gibalne enache
zapiSemo v gibljivih koordinatah x1, x2 in x3.

Naj bo dA/dt hitrost spreminjanja poljubnega vektorja A v nepremi¢nem koordinatnem
sistemu. Ce se vektor A v gibljivem sistemu ne spreminja, se v nepremi¢nem koordinatnem
sistemu spreminja samo zaradi vrtenja, zato je dA/dt = Q x A; glej 9, kjer smo poudarili, da
enacbe, kot sta (9.1) in (9.2), veljajo za poljuben vektor. V splosnem moramo na desno stran
enacbe dodati ¢len, ki opisuje spreminjanje vektorja A glede na gibljiv koordinatni sistem.
Ta ¢len zapisemo kot d’A/dt in dobimo

da _ A
At dt

+Q xA. (36.1)

Z uporabo splosne formule lahko takoj zapisemo enacbi (34.1) in (34.3) v obliki

4P M
QxP—F
a T D Tt

+QxM=K. (36.2)

Ker moramo Casovna odvoda izra¢unati v gibljivem koordinatnem sistemu, lahko vzamemo
komponente enacb (36.2) vzdolz osi tega sistema, in zapisemo (d'P/dt); = dPy/dt, ...,
(d'M/dt); = dM;/dt, ..., kjer indeksi 1, 2,3 oznacujejo komponente vzdolz osi x1, x2 in 3.
V prvi enacbi nadomestimo P z ¢V in dobimo

p( G+ Vs - QW) = F,

p( A2 4+ Qs — V3 = B, (36.3)

p( e+ Vs — 1) = F.

Ce so 1, x2, 3 glavne vztrajnostne osi, lahko v drugi enaébi (36.2) upostevamo My = I1Q,
itd. Tako dobimo

I, dQq/ dt + (I} — I3)2302 = Ko,
13 ng/ dt + (IQ — II)Qlﬁg = Kg.

Il dQl/dt + ([3 — IQ)Q2Q3 = K17
} (36.4)

To so FEulerjeve enacbe.
Pri prostem vrtenju je K = 0, Eulerjeve enacbe pa se glasijo

dQy/ dt + (Iy — I3)Q5Q4 /I, = 0,
dQs/ dt + (I — )1 Qy/Is = 0.

dQy/dt + (I3 — )20 /1; = 0,
} (36.5)
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110 GIBANJE TOGEGA TELESA 37

Kot primer bomo obravnavali prosto vrtenje simetricne vrtavke, ki smo ga ze obravnavali.
Postavimo I; = I in iz tretje ena¢be dobimo 23 = 0, oziroma {23 = konstanta. Prvi enacbi
zapisemo kot 21 = —ws in Qs = Wy, kjer je

w=Qs(Is — )/ I, (36.6)

konstanta. Drugo ena¢bo pomnozimo z i in obe sestejemo. Dobimo enacbo d(€; +i€y)/ dt =
iw(Q 4 iQ2) z resitvijo Q1 + Qe = Aexp(iwt), kjer je A konstanta, ki jo lahko napravimo
realno s primerno izbiro izhodis¢a za merjenje ¢asa. Zato je

Q) = Acoswt, Q9 = Asinwt. (36.7)

Ta rezultat pomeni, da se komponenta kotne hitrosti, pravokotna na os vrtavke, vrti s
kotno hitrostjo w, ves ¢as pa ima isto velikost A = /12 + Q2. Ker je komponenta vzdolz
osi vrtavke 23 tudi konstantna, lahko zaklju¢imo, da se vektor €2 enakomerno vrti okoli osi
vrtavke s kotno hitrostjo w, ves ¢as pa ima isto velikost. Iz zvez M1 = 11, My = 1589
in M3 = I3€)3 med komponentami vektorjev €2 in M sledi, da se tudi vektor vrtilne koli¢ine
giblje na podoben nacin glede na os vrtavke.

Ta opis je seveda le drugacen pogled na gibanje, ki smo ga obravnavali ze v 33 in 35, le da
smo tam uporabljali nepremic¢en koordinatni sistem. Tako je na primer kotna hitrost vektorja
M (os Z na sliki 47 v 35) okoli osi z3, zapisana z Eulerjevimi koti, enaka kotni hitrosti —).
Z uporabo enacb (35.4) dobimo

B M cos 0

(4 T

: 1 1
— ¢cos = M cosO (.[3 - -71> 5

ali —ip = Q3(I3 — I1) /14, kar je v skladu z (36.6).

§37 Nesimetricna vrtavka

Sedaj bomo Eulerjeve ena¢be uporabili pri opisu Se bolj kompleksnega primera prostega vr-
tenja nesimetri¢ne vrtavke, pri kateri so vsi trije vztrajnostni momenti razli¢ni. Predpostavili
bomo, da je

I3 > 1, > 1. (37.1)

Dva integrala Eulerjevih enacb sta znana, saj sledita iz zakonov o ohranitvi energije in
vrtilne koli¢ine:

11912 + IQQQ2 + 13932 =2F,

(37.2)
L2002 + L2 + 13%203% = M2,

kjer sta energija E in velikost vrtilne kolicine M vnaprej podani konstanti. Enacbi lahko
zapiSemo tudi s komponentami vektorja M:
M? My> Ms?
=2F 37.3
I + Is + I3 ’ ( )
M12 + M22 + M32 = M?. (37.4)

Ti enacbi zadostujeta za ve¢ ugotovitev o naravi gibanja. Enacbi (37.3) in (37.4), v katerih
nastopajo “koordinate” M;, Ms in M3, lahko smatramo kot enachi, ki podajata elipsoid s
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polosmi v/2FET;, \/2EI, in \/2E]13, ter kroglo s polmerom M. Ko se vektor M premika glede
na vztrajnostne osi vrtavke, se njegova konica giblje po prese¢is¢u obeh ploskev. Slika 50
prikazuje nekaj taksnih preseciS¢ elipsoida s kroglami razliénih polmerov. Obstoj presecis¢
zagotavlja o¢itna neenacba

2FEI, < M? < 2F1Is3, (37.5)

ki pomeni, da je polmer krogle (37.4) vecji od najkrajSe in manjsi od najdaljse polosi.

X3

X1

Slika 50:

Oglejmo si, kako se te “poti” * konice vektorja M spremenijo, ko se spremeni M (pri isti
vrednosti E). Ko je M? le malo veji od 2EI, sta presek krogle z elipsoidom dve majhni
sklenjeni krivulji okoli osi 21 blizu ustreznih polov elipsoida; ko gre M? — 2E1, se ti krivulji
skréita v tocki na polih. Ko M? narascéa, postaneta krivulji vecji, pri vrednosti M? = 2E1,
pa dobimo dve ploski krivulji (elipsi), ki sekata pola elipsoida na osi x3. Ko postane M? ge
vedji, ponovno dobimo dve sklenjeni krivulji, ki obkrozata pola na osi x3; ko gre M? — 2EI3,
se krivulji ponovno skréita v toc¢ki na polih.

Ker sta krivulji sklenjeni, mora biti gibanje vektorja M glede na vrtavko periodi¢no; v
casu ene periode orise vektor M neko koni¢no ploskev in se vrne v zacetni polozaj.

Obstaja pa bistvena razlika, kar se tice narave poti konice vektorja v blizini razli¢nih polov
elipsoida. V blizini polov x; in x3 poti v celoti lezijo v blizini ustreznih polov. Tiste poti,
ki potekajo v blizini pola z3, pa se od polov moc¢no oddaljijo. Ta razlika je posledica razlike
v stabilnosti vrtenja vrtavke okoli svojih treh vztrajnostnih osi. Gibanje okoli osi x7 in x3
(ki ustrezata najve¢jemu in najmanjSemu izmed treh vztrajnostnih momentov) sta stabilni,
kar pomeni, da je v primeru, ko se vrtavka malo odkloni iz taksnega stanja, dobljeno gibanje
podobno zacetnemu. Vrtenje okoli osi x2 pa ni stabilno: majhen odmik zadostuje, da dobimo
gibanje, pri katerem se vrtavka moc¢no oddalji od zacetne lege.

Casovno odvisnost komponent vektorja £ (ali komponent vektorja M, ki so sorazmerne
s tistimi od vektorja €2) dobimo z uporabo Eulerjevih enac¢b (36.5). Komponenti € in Qg

*Krivulje, ki jih orise krajisée vektorja €2, imenujemo polhode (angl. polhodes).
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izrazimo z Q9 s pomocjo enacb (37.2) in (37.3):

0,2 = [(2EI3 — M?) — I,(I3 — I,)°) /I, (Is — I),

Q3% = [(M? — 2EL) — Iy(I — I))Q%] /I5(I5 — I). (37.6)

To vstavimo v drugo izmed enacb (36.5) in dobimo

dﬂg/dt = (Ig — 11)9193/12

= \/[(2EI3 — M?) — Iy(I3 — L)% [(M? = 2E1)) — Io(I2 — 11)°] /To\/ I I3.
(37.7)

Z integracijo te enacbe dobimo funkcijo ¢(€22), izrazeno z elipti¢nim integralom. V standardno
obliko jo bomo spravili ob predpostavki, da je M? > 2FEIy; v nasprotnem primeru, ko je
M? < 2EI,, moramo indeksa 1 in 3 v naslednjih izrazih zamenjati. Namesto ¢ in Q3 vpeljemo
novi spremenljivki:

7=t/ (I3 — I)(M?2 — 2EI,) /I, 1,13,

(37.8)
s = 0o/ L(I3 — L)/ (2EL; — M?),
in definiramo pozitiven parameter k2 < 1 z
k* = (Iy — ) (2EI3 — M?) /(I3 — I)(M? — 2E1L). (37.9)

Dobimo

_/5 ds
Voo

pri cemer smo izhodiSCe za merjenje ¢asa postavili v trenutek, ko je 2o = 0. Ko ta integral
obrnemo, dobimo Jacobijevo elipti¢no funkcijo s = sn7: to je Qo v odvisnosti od ¢asa; Q1 (¢)
in Q3(¢) sta algebrai¢ni funkeciji koli¢ine Q2(¢) in sta podani z (37.6). Po definiciji je cnt =

V1 —sn?7, dnt = V1 — k2sn?7. Z uporabo teh identitet dobimo

Q1 =+/(2EI3 — M?)/I,(I5 — I)cnr, }

Qs = \/(2EI3 — M?)/I5(I3 — I3)snr,
Qg = \/(M2 — 2E11)/Ig(13 — [1)(1117‘.

(37.10)

To so periodi¢ne funkcije, katerih perioda glede na spremenljivko 7 je 4K, kjer je K
popolni elipti¢ni integral prve vrste:

rolm
3

1
K :/ ds S (37.11)
0 /(1 —s2)(1—k2s2) 0 1 — k2sin®u

Perioda glede na spremenljivko ¢ je torej

T = 4K /1, 1,13/ (I3 — I)(M2 — 2E1). (37.12)

Po ¢asu T se vektor €2 vrne v svojo zacetno lego glede na osi vrtavke. Vrtavka sama pa se ne
vrne v svoj zacetni polozaj glede na nepremicen koordinatni sistem; glej spodaj.
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Ce je I = I, se enacbe (37.10) poenostavijo v tiste, ki smo jih izpeljali v 36 za si-
metricno vrtavko: ko gre Iy — I, gre parameter k2 — 0, eliptiéne funkcije pa postanejo
trigonometri¢ne: snt — sin7, cnt — cos 7, dnr — 1, in dobimo enacbe (36.7).

Ko je M? = 2EI3, velja Q = Qo = 0, Q3 = konstanta, zato je vektor £ ves ¢as vzporeden
z osjo xz. Ta primer ustreza enakomernemu vrtenju vrtavke okoli osi 3. Podobno imamo, v
primeru ko je M? = 2EI;, opravka z enakomernim vrtenjem okoli osi .

Pois¢imo sedaj absolutno gibanje vrtavke v prostoru, torej njeno gibanje glede na ne-
premicni koordinatni sistem X, Y in Z. V ta namen bomo uporabili Eulerjeve kote 1, ¢ in
0 med osmi z1, x2, x3 vrtavke in osmi X, Y, Z, pri tem pa bomo postavili os Z v smeri
konstantnega vektorja M. Ker sta polarni kot in azimut osi Z glede na osi x1, x2, x3 enaka 6
oziroma %77 — 1 (glej opombo v 35), ugotovimo, da so komponente vektorja M vzdolz osi z1,
9, T3 enake

MSinQSinl/J = M1 = 1191,
M sinf costp = My = I, } (37.13)
M cosf = M3 = IgQg.
Zato je
cosf = IgQg/M, tanz/) = IlQl/IQQQ, (3714)
iz ena¢b (37.10) pa dobimo
cos@ = \/I3(M? —2E1,)/M?(I3 — I)dnr,
Vi DA~ T -

tant) = /I, (I3 — I2)/I>(I3s — I )ent /snt.

Ti enacbi podajata kota 6 in v kot funkcijo ¢asa; tako kot komponente vektorja €2 sta to
periodi¢ni funkeiji s periodo (37.12).

Kot ¢ se v enacbah (37.13) ne pojavlja. Dobili ga bomo iz enacb (35.1), ki podajajo
komponente vektorja €2, izrazene s ¢asovnimi odvodi Eulerjevih kotov. Iz enacb i =
gﬁsinGsinw + 90051/1, Qo = gﬁsinGcosw — ésind) izlo¢imo 6 in dobimo w = (Qsiney +
Qs cos 1))/ sin b, od tod pa z uporabo enachb (37.13)

d¢/ dt = (11912 + IQQQQ)M/(II2Q12 + 122922). (37.16)

Funkcijo ¢(t) lahko dobimo z integracijo, vendar integrand vsebuje elipti¢ne funkcije na za-
pleten nac¢in. S pomocjo dokaj kompleksnih transformacij lahko integral izrazimo s funkcijami
#; izracune bomo izpustili, navedli pa bomo koné¢ni rezultat.

Funkcijo ¢(t) lahko zapisemo kot vsoto dveh ¢lenov (lahko pa dodamo Se poljubno aditivno
konstanto):

B(t) = ¢1(t) + ¢a(1). (37.17)
Prvi ¢len dobimo iz
exp[2ig1 (£)] = o1 (2; _ m) /801 <2Tt + m) , (37.18)

kjer je 0g1 funkcija 6, o pa realna konstanta, za katero velja

sn(2iaK) = i\/I3(M? — 2E1,)/I;(2E13 — M?); (37.19)
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konstanti K in T sta podani z (37.11) in (37.12). Funkcija na desni strani (37.18) je periodi¢na
s periodo %T, zato se ¢1(t) spremeni za 27 v ¢asu T'. Drugi ¢len v (37.17) je
M ) 901/(1'04)

1
j— / _— -

Ta funkcija se poveca za 27 v ¢asu T’. Zato je spreminjanje koli¢ine ¢ kombinacija dveh
periodi¢nih gibanj, enega s periodo (T'), ki je enaka periodi spreminjanja kotov 1 in 6, in
drugega s periodo (7”), ki je s prvo nekomenzurabilna. Zaradi te nekomenzurabilnosti se
vrtavka nikoli ne povrne natancno v svojo zacetno lego.

NALOGE

NALOGA 1. Opisi prosto vrtenje vrtavke okoli osi, ki je blizu osi z3 in x7.

Resitev: Naj lezi os x3 v smeri, ki je podobna smeri vektorja M. Tedaj sta komponenti M; in My
majhni koli¢ini in priblizno velja M3 = M (do prvega reda natancno). V okviru istega priblizka lahko
prvi Eulerjevi enacbi (36.5) zapiSemo kot dM;/dt = QoMa(1 — I3/1), dMy/dt = QoM (I3/1; — 1),
kjer je Qo = M/I3. Kot obicajno is¢emo resitvi za My in My, ki sta sorazmerni z exp(iwt). Tako

dobimo frekvenco
B I3 I3
“T QO\/(h 1) <I2 1>' M

/I /1
M, = Ma I—S—lcoswt, My = Ma I—g—lsinwt, (2)
2 1

kjer je a poljubna majhna konstanta. Ti enacbi opisujeta gibanje vektorja M glede na vrtavko. Na
sliki 50 krajisce vektorja M s frekvenco w izrisuje majhno elipso okoli pola na osi 3.

Absolutno gibanje vrtavke v prostoru dobimo, ¢e izra¢unamo Eulerjeve kote. V tem primeru
je kot 6 med osjo x5 in osjo Z (v smeri vektorja M) majhen in s pomocjo enacb (37.14) dobimo
tant = My /My, 0% ~ 2(1 — cos0) = 2(1 — M3 /M) ~ (M;* + M>?)/M?; vstavimo (2) in sledi

Resitvi My in M sta

tan) = \/II(IS — L) /Ix(I5 — Ih) cot wt,
I I 3
022 =q2 |21 cos? wt + 3 1) sin2wt] . )
I2 Il

Kot ¢ dolo¢imo z uporabo tretje enacbe (35.1). Za 0 < 1 velja Qp ~ Q3 ~ v+ qﬁ Zato je

¢ = QOt - dja (4)

pri ¢emer smo izpustili poljubno integracijsko konstanto.

Boljso predstavo o gibanju vrtavke dobimo, ¢e izra¢unamo spreminjanje smeri vseh treh vztraj-
nostnih osi. Naj bodo nj, ny in ng enotski vektorji vzdolz teh osi. Vektorja n; in ny se enakomerno
vrtita v ravnini XY s frekvenco g, so¢asno pa malo nihata v preéni smeri s frekvenco wg. To nihanje
opiSemo s komponentama vektorjev v smeri osi Z:

niz ~ My /M = a\/I3/I5 — 1 coswt,
Nogz =~ MQ/M = a\/lg/Il — 1sinwt.
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Za vektor ngz v istem priblizku velja nzx = 6sin ¢, ngy ~ —0cos¢, nsz ~ 1. (Polarni kot in azimut
vektorja ng glede na osi X,Y, Z sta 6 in ¢ — %77; glej opombo v § 35.) Z uporabo enacb (37.13) lahko
zapisemo

ng, = 0sin(Qpt — )
= 0sin Qpt cos P — O cos Qpt siny
= (MQ/M) SinQ()t — (Ml/M) COSQ()t

/I [T
=ay/— — 1sinQptsinwt — a I—3 — 1cosQqt coswt
2
L

-2
==t [ 2

1 I
31\/131
I 1

+ §a
Od tod je razvidno, da je gibanje ng superpozicija dveh vrtenj okoli osi Z s frekvencama Q¢ + w.

cos(Qp + w)t+

% cos(Qy — w)t.

Podobno dobimo

sin(Qo + w)t+

sin(Qg — w)t.

NALOGA 2. Opisi prosto vrtenje vrtavke, za katero velja M? = 2EI,.

Resitev:  Ta primer ustreza gibanju krajisca vektorja M po krivulji, ki poteka skozi pola na osi
2 (slika 50). Enagba (37.7) se sedaj zapise kot ds/dr =1 —s2, 7 = t\/(Ia — I1)(I3 — I2) /111590,

s = Qa/Q0, kjer je Qo = M /I, = 2E /M. To ena¢bo integriramo in uporabimo enac¢be (37.6). Dobimo

Ql = Qo\/IQ(Ig — IQ)/Il(Ig — Il)SeChT,
Qo = Qo tanh 7, (1)

Q3 = QO\/IQ(IQ — Il)/Ig(Ig — Il)SeChT.

Absolutno gibanje vrtavke opiSemo s pomocjo Eulerjevih kotov, pri ¢emer 6 definiramo kot kot
med osjo Z (smer vektorja M) in osjo z2 (in ne os x3 kot v prejsnji nalogi). V enacbah (37.14)
n (37.16), ki med seboj povezujeta vektor € in Eulerjeve kote, moramo cikli¢no zamenjati indekse
1,2,3 v 3,1,2. Ko (1) vstavimo v ti enacbi, dobimo cosf = tanh 7, ¢ = Qot + konstanta, tany =
VI3 — L)/ (I3 — I).

Iz teh enacb je razvidno, da se s t — oo vektor € asimptoti¢no priblizuje osi o, ki se tudi sama

asimptoti¢no priblizuje osi Z.

§38 Toga telesa, ki se dotikajo

Gibalni enacbi (34.1) in (34.3) kazeta, da lahko pogoje za ravnovesje togega telesa zapisemo
kot

F=) f=0 K=) rxf=0, (38.1)
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kar pomeni, da morata biti skupna sila in skupni navor na telo enaka ni¢. SeStevamo po vseh
zunanjih silah, ki delujejo na telo, r pa so krajevni vektorji tock, v katerih sile “prijemajo”;
izhodisce, glede na katerega racunamo navor, si lahko poljubno izberemo, saj vrednost navora
K od te izbire ni odvisna, kadar je F = 0 (glej (34.5)).

Ce imamo sistem togih teles, ki se dotikajo, morajo v ravnovesju pogoji (38.1) veljati za
vsako telo posebej. Pri silah moramo upostevati tudi tiste, s katerimi na neko telo delujejo
druga telesa, ki se ga dotikajo. Te sile, ki prijemajo v dotikalis¢ih, imenujemo vzajemnje sile
ali reakcije. Ocitno je, da sta vzajemni sili med dvemi telesi enaki po velikost, a nasprotnih
smeri.

V splosnem lahko dolo¢imo velikosti in smeri vzajemnih sil tako, da hkrati resimo gibalne
enacbe (38.1) za vsa telesa. V nekaterih primerih lahko smeri vzajemnih sil ugotovimo iz
pogojev naloge. Ce lahko na primer dve telesi prosto drsita eno po drugem, je vzajemna sila
med njima pravokotna na povrsino telesa.

Ce se dve telesi v stiku gibljeta eno glede na drugo, potem moramo poleg vzajemnih sil
upostevati tudi disipacijske sile trenja.

Obstajata dve vrsti gibanja teles, ki se stikajo — drsenje in kotaljenje. Pri drsenju je
vzajemna sila pravokotna na povrsine, ki se dotikajo, trenje pa je tangentno. Pri pravemu
kotaljenju pa se telesi v tocki stika ne gibljeta eno glede na drugo; mislimo si lahko, da je
kotalece se telo ob vsakem trenutku pritrjeno na podlago v tocki stika. Vzajemna sila lahko
kaze v poljubno smer in ni nujo pravokotna na povrsSino. Trenje pri kotaljenju deluje kot
dodatni navor, ki nasprotuje kotaljenju.

Ce je pri drsenju trenje zanemarljivo majhno, re¢emo, da sta povrsini, ki sta v stiku,
popolnoma gladki. Ce pa je mogoce le ¢isto kotaljenje brez drsenja, in Ge lahko pri kotaljenju
zanemarimo trenje, potem retemo, da sta povrsini popolnoma hrapavi.

V obeh primerih nimamo eksplicitno opravka s silami trenja, zato naloga spada na podrocje
mehanike. Ce pa so lastnosti trenja pri dolocanju gibanja kljuénega pomena, potem to ni
povsem mehanski proces (glej 25).

Stik dveh teles zmanjSa Stevilo prostostnih stopenj v primerjavi s prostim gibanjem. V
nadaljevanju bomo pri obravnavi taksnih nalog izkoristili to poenostavitev tako, da bomo
uporabljali koordinate, ki neposredno upostevajo dejansko Stevilo prostostnih stopenj. Vseeno
pa se lahko pri kotaljenju zgodi, da je taksna izbira nemogoca.

Pri kotaljenju teles mora biti izpolnjen pogoj, da so hitrosti tock, ki se dotikajo, enake;

splosnem ta pogoj zapiSemo z enacbami vezi, ki so oblike

> Caii =0, (38.2)

kjer so cq; funkcije, ki so odvisne le od koordinat, z indeksom a pa osteviléimo enacbe. Ce
leve strani teh enacb niso totalni ¢asovni odvodi funkcij, ki so odvisne le od koordinat, teh
enacb ne moremo integrirati. To pomeni, da pogojev ne moremo poenostaviti na zveze med
koordinatami, s katerimi bi lahko izrazili polozaje teles z manjsim Stevilom koordinat, ki bi
bilo enako dejanskemu Stevilu prostostnih stopenj. TakSne vezi imenujemo neholonomske, v
nasprotju s holonomskimi vezmi, ki se lahko poenostavijo na zveze, kjer nastopajo izkljuéno
koordinate.

Kot primer si oglejmo kotaljenje krogle po ravni povrsini. Naj bo V premocrtna hitrost
(hitrost sredisca krogle), € pa kotna hitrost vrtenja. Hitrost tocke v stiku z ravnino dobimo,
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¢e vstavimo r = —an v sploSno enacho v = V 4+ €2 X r; a je polmer krogle, n pa enotski

V-—aQxn=0. (38.3)

Te enacbe ne moremo integrirati: ¢eprav je hitrost V totalni ¢asovni odvod krajevnega vek-
torja sredisca krogle, kotna hitrost v splosnem ni totalni odvod po ¢asu funkcije koordinat.
Pogoj (38.3) zato ni holonomski. *

Ker z ena¢bami neholonomskih vezi ne moremo zmanjsati Stevila koordinat, moramo v
taksnih primerih uporabiti koordinate, ki niso vse med seboj neodvisne. Na poti do ustreznih
Lagrangevih enacb se bomo najprej vrnili k nacelu najmanjse akcije.

Pogoji (38.2) omejijo mozne variacije koordinat: ena¢be (38.2) pomnozimo z §t in ugoto-
vimo, da variacije dg; niso neodvisne, temve¢ so povezane z

Z Cm'(sqi =0. (38.4)

Pogoje moramo upostevati, ko variiramo akcijo. Po Lagrangevi metodi iskanja pogojnih
ekstremov moramo k integrandu v variaciji akcije

oL d /0L
o5 = [ Sou 50~ (a7) ] o

pristeti leve strani enacb (38.4), pomnozene z neznanimi koeficienti A, (ki so funkcije koor-
dinat), nato pa integral izenaciti z ni¢. Pri tem smemo variacije d¢; smatrati kot povsem

neodvisne, rezultat pa je
d [OL oL
— =) == AaCai- 38.5
d¢ (8%) 0q; Z ¢ ( )

«

Te enacbe, skupaj z vezmi (38.2), tvorijo sistem enacb za neznanke ¢; in A,.

Vzajemne sile v tej obravnavi ne nastopajo, stik med telesi pa je upoStevan preko enacb
vezi. Obstaja pa drugac¢na metoda, ki nas pripelje do gibalnih enacb za telesa, ki se dotikajo,
v katerih se vzajemne sile eksplicitno pojavljajo. Bistvena znacilnost te metode, ki jo vcasih
imenujemo d’Alambertovo nacelo, je ta, da za vsako izmed teles, ki se dotikajo, zapiSemo
enache

dP/dt =) f, dM/dt=) rxf, (38.6)

kjer so f sile, ki delujejo na telo, vkljuéno z vzajemnimi silami. Te na zacetku niso znane in
jih dolo¢imo socasno z gibanjem telesa, tako da resimo enacbe. Ta pristop je uporaben tako
za holonomske kot neholonomske vezi.

NALOGE

NALOGA 1. Z uporabo d’Alembertovega nacela poiséi gibalne enacbe homogene krogle, ki se kotali
po povrsini pod vplivom zunanje sile F' in navora K.

“Podobni pogoj pri kotaljenju valja pa je holonomski. V tem primeru ima os vrtenja nespremenljivo smer
v prostoru, zato je Q@ = d¢/dt totalni odvod kota zasuka valja okoli svoje osi ¢. Pogoj (38.3) lahko torej
integriramo in tako dobimo zvezo med kotom ¢ in koordinato tezisca.
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Resitev: Enacba vezi je (38.3). Silo podlage na kroglo v njenem dotikaliséu z ravnino oznacimo z R
in zapiSemo enacbi (38.6) kot

pwdV/dt=F + R, (1)

1dQ/dt =K —an xR, (2)

kjer smo upostevali, da je P = pV, in da za kroglasto vrtavko velja M = I€2. Ce enacbo vezi (38.3)

odvajamo po c¢asu, dobimo V = a2 x n. To vstavimo v enacbo (1) in Q odpravimo z uporabo enacbe

(2). Dobimo izraz (I/ap)(F 4+ R) = K X n —aR + an(n - R), ki med seboj povezuje R, F in K. Ko
to enacbo razpisemo po komponentah in vanjo vstavimo I = %,uaz (§ 32, naloga 2(b)), dobimo

) 2 ) 2
sziK _7F137 R :_7K13_7Fa Rz:_an
Ta Y T Y Ta 7Y

pri ¢emer smo privzeli, da ravnina, po kateri se krogla kotali, lezi v ravnini (zy). Koné¢no te izraze
vstavimo v (1) in dobimo gibalne enacbe, v katerih nastopa le podana zunanja sila in navor:

dVy 5 K,
F,
dt 7u ( + a >

v, 5 K
dt m\'Y a )

Komponenti €2, in €, kotne hitrosti sta podani s komponentama V,, in V,, z enacbo vezi (38.3); za €2,

pa imamo enatbo Zpua? dS2./dt = K., kar je komponenta v smeri z enacbe (2).

NALOGA 2. Enakomerna palica BD s tezo P, ki je dolga [, sloni na zidu, kot je prikazano na sliki 51,
njeno spodnje krajis¢e B pa je pritrjeno z vrvico AB. Poiséi silo, s katero zid deluje na palico, in
napetost vrvice.

Slika 51:

Resitev:  Silo teze na palico lahko ponazorimo s silo P s prijemaliS¢em v tezis¢u palice, ki kaze
navpi¢no navzdol. Smeri sil podlage Rp in R¢ kazeta navpiéno navzgor in pravokotno na palico;
sila, ki jo povzroca napetost v vrvici, kaze od B proti A. Resitev enacb za ravnovesje nam da Rg =
(Pl/4h)sin2a, Rg = P — Rosina, T = R¢ cos a.

NALOGA 3. Palica s tezo P ima eno krajis¢e A na navpicni ravnini, drugo krajis¢e B na vodoravni
ravnini (slika 52), na mestu pa jo drzita dve vodoravni vrvici AD in BC, pri ¢emer slednja lezi v isti

navpic¢ni ravnini kot AB. Doloéi sile podlage in napetosti v vrvicah.
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D
t Re
T, !
A Ra :
- .
vP o
B
C Te
Slika 52:

Resitev: Napetosti T4 in Tg povzrocata sili od A proti D oziroma od B proti C'. Sili podlage R4
in Rp sta pravokotni na ustrezni ravnini. ReSitev enacb za ravnovesje je Rp = P, Tp = %P cot a,
Ry =TgsinfBin Ty =Tgcosf.

privezani z vrvico AB (slika 53). Palici stojita na ravnini, v sredi$éno tocko ene izmed njiju pa deluje
sila F'. Dolodi sile podlage (vzajemne sile) na palico.

/

[N

\
Rc\

Slika 53:

Resitev: Napetost T ustvarja silo v tocki A, ki kaze od A proti B in silo v tocki B, ki kaze od B proti
A. Sili podlage R4 in Rp v tockah A in B kazeta navpi¢no navzgor. Naj bo R¢ sila na palico AC' v
tocki vpetja; tedaj na palico BC' deluje vzajemna sila —R¢c. Pogoj, da je vsota navorov sil Rg, T in
—R¢ na palico BC' enaka ni¢, nam pove, da sila R deluje v smeri BC'. Ostali pogoji za ravnovesje
(za vsako palico posebej) nam dajo Ry = %F, Rp = iF, Re = tiosecoz7 T = tiot a, kjer je a
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kot CAB.

§39 Gibanje v neinercialnem opazovalnem sistemu

Do sedaj smo pri obravnavi mehanskih sistemov vedno uporabljali inercialne opazovalne sis-
teme. Lagrangeva funkcija

1
Lo = 5mv02 - U, (39.1)
in ustrezna gibalna ena¢ba mdvy/dt = —0U/Or za delec v zunanjem polju veljata na primer

izkljuéno v inercialnem opazovalnem sistemu. (V tem razdelku z indeksom 0 oznacujemo
koli¢ine v inercialnem opazovalnem sistemu.)

Sedaj pa si oglejmo, kako se glasijo gibalne enacbe v neinercialnem opazovalnem sistemu.
Ponovno se bomo naloge lotili z nacelom najmanjse akcije, katerega veljavnost je neodvisna
od opazovalnega sistema. Lagrangeve enacbe

d [OL oL
— | = | === 39.2
dt <8v> or (39:2)
so prav tako veljavne, vendar Lagrangeva funkcija nima vec oblike (39.1). Novo funkcijo bomo
dobili z ustrezno transformacijo funkcije L.

Pretvorba poteka v dveh korakih. Najprej si oglejmo opazovalni sistem K’, ki se giblje s
premocrtno hitrostjo V(¢) glede na inercialni sistem Ky. Hitrosti delca vg in v/ v sistemih

Ky in K’ sta povezana z
vo=Vv' + V(). (39.3)

To vstavimo v (39.1) in dobimo Lagrangevo funkcijo v K':

1 1
L' = imvl2 +mv' -V + §mV2 - U.
Koli¢ina V2(t) je funkcija ¢asa in jo zato lahko zapisemo kot totalni odvod po ¢asu neke druge
funkcije; tretji ¢len v L’ lahko torej izpustimo. Poleg tega je v/ = dr’/dt, kjer je r’ krajevni
vektor delca v sistemu K’'. Od tod sledi

mV(t) - v =mV . dr'/dt = d(mV -v')/dt — mr' - dV/dt.

To vstavimo v Lagrangevo funkcijo in ponovno izpustimo ¢len, ki je totalni odvod po casu,
in konéno dobimo

1
L' = §mv'2 —mW(t) - — U, (39.4)

kjer je W = dV/dt premocrtni pospesek opazovalnega sistema K.
Lagrangeva enach, ki jo dobimo iz (39.4), se glasi
dv’ oU

Pospeseno premoértno gibanje opazovalnega sistema je torej enakovredno (kar se tice gibalne
enacbe delca) delovanju homogenega polja sile, ki je enaka masi delca, pomnozeni s pospeskom
W, v smeri, ki je obratna smeri pospeska.

Mehanika, v. 1



39 GIBANJE V NEINERCIALNEM OPAZOVALNEM SISTEMU 121

V obravnavo vklju¢imo sedaj Se opazovalni sistem K, katerega izhodisce sovpada z iz-
hodis¢em sistema K’ in ki se vrti glede na K’ s kotno hitrostjo €(t). Zato se K giba glede
na inercialni sistem Ky tako premo (translacijsko) kot vrtilno (rotacijsko).

Hitrost delca v’ v sistemu K’ ima dva prispevka: hitrost v glede na K in hitrost  x r, ker
se delec vrti socasno s sistemom K: v/ = v + € x r (ker krajevna vektorja r in r’ v sistemih
K in K’ sovpadata). To vstavimo v Lagrangevo funkcijo (39.4) in dobimo

L:%va—i—mv-Q><r+%m(ﬂ><r)2—mW-r—U. (39.6)
To je splosna oblika Lagrangeve funkcije delca v poljubnem opazovalnem sistemu, ki ni nujno
inercialen. Zaradi vrtenja opazovalnega sistema dobimo v Lagrangevi funkcij ¢len, ki je so-
razmeren s hitrostjo delca.

Odvode, ki se pojavljajo v Lagrangevi funkcijo, bomo izracunali tako, da najprej zapisemo
totalni diferencial:

dL=mv-dv+mdv- Q@ xr+mv- -Q x dr+
+m(Q xr) (2 x dr)—mW . dr — (0U/0r) - dr
=mv-dv+mdv-Q xr+mdr-v x Q+
+m(Qxr)x Q- dr—mW - dr — (0U/0r) - dr.

Iz ¢lenov sorazmernih z dv in dr dobimo

OL/Ov =mv +m& xr,
OL/Or =mv x Q4+ m(Q xr) x Q—mW —9U/0r.

Ta izraza vstavimo v (39.2) in dobimo iskano gibalno ena¢bo:
mdv/dt = —0U/dr — mW +mr x Q + 2mv x Q +m€ x (r x Q). (39.7)

“Inercijske sile” zaradi vrtenja opazovalnega sistema so tri. Sila mr x € nastane zaradi
neenakomernosti vrtenja, drugi dve pa obstajata tudi, ko je vrtenje enakomerno. Sila 2mv x 2
se imenuje Coriolisova sila; v nasprotju z vsemi ostalimi (nedisipacijskimi) silami, ki smo jih
do sedaj srecali, je ta odvisna od hitrosti delca. Sila m€ x (r x ) se imenuje centrifugalna
sila. Lezi v ravnini, napeti na vektorjih r in €, pravokotna je na os vrtenja (torej na ) in je
usmerjena stran od osi. Velikost te sile je mpQ?, kjer je p oddaljenost delca od osi vrtenja.

Oglejmo si posebni primer enakomernega vrtenja brez premoértnega pospeska. V (39.6)
in (39.7) vstavimo € = konstanta in W = 0 in dobimo Lagrangevo funkcijo

1 1
L:§m1)2+mv-ﬂ><r—|—§m(ﬂ><r)2—U (39.8)
in gibalno enac¢bo
mdv/dt = —90U/0r + 2mv x Q@ + mS x (r x Q). (39.9)

Energijo delca v tem primeru dobimo tako, da vstavimo

p=0L/Ov=mv+mQ xr (39.10)
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v E=p-v— L, in dobimo

E= %va — %m(ﬂ x1)?+U. (39.11)
Opazimo, da energija ne vsebuje ¢lena, ki bi bil linearen v hitrosti. Vrtenje opazovalnega sis-
tema k energiji prispeva ¢len, ki je odvisen le od koordinat delca in je sorazmeren s kvadratom
kotne hitrosti. Dodatni ¢len —%m(ﬂ x r)? se imenuje centrifugalna potencialna energija.
Hitrost delca v glede na enakomerno vrteci se opazovalni sistem je povezan s hitrostjo vy
glede na inercialni opazovalni sistem Ky z enacbo

vo=v+QXxr. (39.12)

Gibalna koli¢ina p (39.10) delca v sistemu K je zato enaka gibalni koli¢ini py = mvy
v sistemu Kjp. Vrtilni koli¢ini Mg = r X pp in M = r X p sta tudi enaki. Energiji delca
v obeh sistemih pa se razlikujeta. Hitrost v iz (39.12) vstavimo v (39.11) in dobimo E =
%mUOQ —mvy- QA xr+U = %mUOQ 4+ U — mr x vg - 2. Prva ¢lena sta enaka energiji delca Fjy

v sistemu K. Z vrtilno koli¢ino M zapiSemo
E=Ey—M-Q. (39.13)

Ta enacba podaja zakon za transformacijo energije, ko se preselimo v enakomerno vrteéi se
sistem. Ceprav smo zakon izpeljali za en sam delec, lahko izpeljavo takoj posplosimo na
poljuben sistem delcev, pri ¢emer dobimo isto enacbo (39.13).

NALOGE

NALOGA 1. Dolo¢i odklon od navpi¢ne osi telesa v prostem padu zaradi vrtenja Zemlje. Predpostavi,

da je kotna hitrost vrtenja majhna.
Resitev: 'V teznostnem polju je U = —mg-r, kjer je g vektor teznostnega pospeska; ¢e v enacbi (39.9)
zanemarimo centrifugalno silo, ker ta vsebuje kvadrat majhne koli¢ine €2, dobimo gibalno enac¢bo

v=2vxQ+g. (1)

To enacbo lahko resimo z zaporednimi priblizki. Zapisemo v = vi + vo, kjer je vp reSitev enacbe
v, = g, torej vi = gt + vy (v je zacetna hitrost). V (1) vstavimo v = vy + va, na desni strani
obdrzimo le v in za ve dobimo enacho vo = 2v; x 2 = 2tg x Q + 2v( x Q. Z integracijo dobimo

1 1
r=h+V0t+§gt2+§t3gXQ+t2V0Xﬂ, (2)

kjer je h zacetni polozaj telesa.

Naj os z kaze navpi¢no navzgor, os x pa proti polu; tedaj je g, = gy, =0, g. = —g, €2 = {2cos A,
Q, =0, Q, = Qsin A, kjer je \ zemljepisna Sirina (ki naj lezi na severni polobli). V (2) vstavimo
vg = 0. Dobimo z =0, y = —%t?’gQ cos \. Vstavimo ¢as padanja t &~ /2h/g in konéno dobimo = = 0,
Y= —%(2h/g)3/QgQ cos A. Negativni predznak pove, da se telo ukloni proti vzhodu.

NALOGA 2. Doloci odklon iz ravnine telesa, ki smo ga s povr§ja Zemlje vrgli s hitrostjo vy.
Resitev: Naj hitrost v lezi v ravnini (zz). Zacetna visina je h = 0. Boé¢ni odklon je podan z drugo
enacbo v prvi nalogi: y = f%t?’ng + t2(Quv0. — N.v0p2). Ko vstavimo éas leta t &~ 2vy, /g, dobimo
Y = 40,22 (3v0:Q0 — v0292) /9%
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NALOGA 3. Kaksen je vpliv vrtenja Zemlje na nihanje nihala (to je problem Foucaultjevega nihala.
Resitev: Ce navpicne premike nihala smatramo kot majhno koli¢ino drugega reda in jo zanemarimo,
lahko gibanje nihala obravnavamo kot vodoravno ravninsko gibanje v ravnini xy. Izpustimo ¢lene z
Q? in dobimo gibalni enacbi & + w?z = 20,7 in § + w2y = —2Q,%, kjer je w frekvenca nihala, ée
zanemarimo vrtenje Zemlje. Drugo ena¢hbo pomnozimo z ¢ in jo pristejemo k prvi. Dobimo eno samo
enacho f + 22'(225 + w?¢ = 0 za kompleksno koli¢ino & = x + iy. Za Q, < w je resitev te enacbe

& = exp(—iQ2.t)[A1 exp(iwt) + Ag exp(—iwt)]

ali
x + 1y = (zg + iyo) exp(—iQ2, 1),

kjer funkeiji xo(t),yo(t) opisujeta gibanje nihala, ¢e se Zemlja ne bi vrtela. Ucinek vrtenja Zemlje je
torej ta, da se pot okoli navpicnice vrti s kotno hitrostjo €2, .
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Poglavje 7

Kanonske enacbe

§40 Hamiltonove enacbe

Pri zapisu zakonov mehanike z Lagrangevo funkcijo in ustreznimi Lagrangevimi enac¢bami
predpostavimo, da lahko mehansko stanje sistema opisemo tako, da dolo¢imo posplosene
koordinate in hitrosti. To pa ni edini mogo¢i opis. Sistem lahko namreé¢ opiSemo tudi s
posplosenimi koordinatami in gibalnimi koli¢inami sistema, taksen opis pa je Se posebej pri-
meren pri obravnavi nekaterih splosnih nalog mehanike. Zanima nas, kakSna je oblika enacb
pri taksni formulaciji mehanike.

Prehod iz enega nabora neodvisnih spremenljivk v drugega lahko doseZzemo z mate-
mati¢nim orodjem imenovanim Legendrova transformacija. OpiSimo transformacijo v nasem
primeru. Totalni odvod Lagrangeve funkcije kot funkcije koordinat in hitrosti je

oL oL
dL = —dg; + — dg;.
i 9g; q; ; 94; q;
To lahko zapiSemo tudi kot

dL = Zpl dg; + Zpl' dg;, (40.1)

ker so posplosene gibalne koli¢ine po definiciji enake 9L/0¢;, in ker iz Lagrangevih enacb
sledi, da je OL/dq; = p;. Drugi ¢len v (40.1) zapisemo kot > p;d¢; = d(>_ pidi) — D ¢ dp;,
diferencial d(D>_ p;¢;) preselimo na levo stran in spremenimo predznak enac¢be. Dobimo

A pigi— L) =—=> pidgi+ Y _ didpi.

Izraz pod diferencialnim znakom je energija sistema (glej 6); energijo, izrazeno s koordinatami
in gibalnimi koli¢inami, imenujemo Hamiltonova funkcija ali Hamiltonka sistema:

H(p,q,t) =Y pidi — L. (40.2)

)

Iz enacbe, zapisane z diferenciali,
dH == pidgi+ Y _ d; dpi, (40.3)
kjer so neodvisne spremenljivke koordinate in gibalne koli¢ine, dobimo enacbe

qi = 8H/8pi, pl = —8H/8qi. (40.4)
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To so iskane gibalne enacbe, kjer kot spremenljivke nastopajo p in ¢, imenujejo pa se
Hamiltonove enacbe. To je 2s diferencialnih enacb prvega reda z 2s neznanimi funkcijami
pi(t) in ¢;(t), ki nadomestijo s enacb drugega reda v Lagrangevem formalizmu. Ker so enacbe
preproste in simetri¢ne oblike, jih imenujemo tudi kanonske enacbe.

Totalni ¢asovni odvod Hamiltonove funkcije je

dH O0H aH(iz'-i-ngpi-

ot T ot T2y

Ce v izraz vstavimo p; in ¢; iz enacb (40.4), ugotovimo, da se zadnja ¢lena okrajsata, in je
dH/dt = 0H/0t. (40.5)

Kadar Hamiltonova funkcija ni eksplicitno odvisna od ¢asa, je dH/dt = 0. To je zakon o
ohranitvi energije.

Poleg dinamié¢nih spremenljivk g, ¢ ali ¢, p vsebujeta Lagrangeva in Hamiltonova funkcija
razne parametre, ki opisujejo lastnosti mehanskega sistema samega ali pa zunanje sile, ki
delujejo nanj. Naj bo A eden izmed taksnih parametrov. Ce ga smatramo kot spremenljivko,
dobimo namesto (40.1)

dL =Y "pidg + Y pidgi + (OL/ON) dA,
namesto (40.3) pa

dH = =) pidgi + Y didp; — (OL/OX) dA.

Zato je
(aH/a)\)p,q = —(aL/é?)\)q,q, (40.6)

kar podaja povezavo med odvodi Lagrangeve in Hamiltonove funkcije glede na parameter .
Spodnji indeksi nas opominjajo, katere koli¢ine pri odvajanju smatramo kot konstante.

To pravilo lahko zapisemo tudi drugace. Lagrangevo funkcijo zapisemo kot L = Lo + L/,
kjer je L' majhen popravek k funkciji Ly. Potem je ustrezni popravek H’' k Hamiltonovi
funkciji H = Hy + H' povezan z L' po enacbi

(H,)p,q = _(L/)d,q- (40.7)

Opazimo lahko, da pri prehodu iz enac¢be (40.1) k enaé¢bi (40.3) nismo upostevali ¢lena z
diferencialom dt, ki bi uposteval mozno eksplicitno ¢asovno odvisnost Lagrangeve funkcije:
¢as namre¢ smatramo kot parameter, ki v transformaciji ne nastopa. V skladu z enacbo (40.6)
sta parcialna odvoda po ¢asu funkcij L in H povezana z enacbo

(0H/0t)pq = —(OL/0t)4 4. (40.8)

NALOGE

NALOGA 1. Zapisi Hamiltonove funkcije za delec v kartezi¢nih, valjnih in krogelnih koordinatah.
Resitev: V kartezi¢nih koordinatah x,y, z,

1
H= %(pﬁ +p,> +p:%) + Ulz,y, 2);
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v valjnih koordinatah r, ¢, z,

1 2
H=_— (pr2 + p% +p22) + U(Tv (ba Z);
2m T

v krogelnih koordinatah r, 8, ¢,

= (p2 e P2 P e, g)
C 2m r2 " r2gin%0 ne)

NALOGA 2. Zapisi Hamiltonovo funkcijo za delec v enakomerno vrtetem se opazovalnem sistemu.
Resitev:  Hitrost v v izrazu za energijo (39.11) zapiSemo z gibalno koli¢ino p iz izraza (39.10) in
dobimo H = p?/2m — Q2 -r x p+ U.

NALOGA 3. Zapisi Hamiltonovo funkcijo za sistem enega delca z maso M in n delcev z maso m. Pri
tem iz naloge izlo¢i gibanje skupnega tezisca (glej nalogo v § 13).

Resitev:  Energijo E dobimo iz Lagrangeve funkcije, ki smo jo dolo¢ili v nalogi v § 13, tako da
spremenimo predznak potencialne energije U. Posplosene gibalne koli¢ine so

Po = OL/0v,
=mv, — (m?/u) ZV“'

Od tod dobimo

D Pa=mY Ve~ (nm®/u) Y va
= (mM/p) va

Va:Pa/m‘F%pr

To vstavimo v izraz za E in dobimo

2
1 1
= m 2P g (Za pa)

§41 Routhova funkcija

Vcasih zelimo pri transformaciji v nove spremenljivke z gibalnimi koli¢inami zamenjati le
nekatere posploSene hitrosti. Postopek je povsem enak tistemu iz prejsnjega razdelka.

Zaradi preprostosti najprej predpostavimo, da imamo le dve koordinati, na primer ¢ in §,
in transformiramo spremenljivke g, &, q,f v q,&,p, f , kjer je p posplosena gibalna koli¢ina, ki
ustreza koordinati gq.

Diferencial Lagrangeve funkcije L(q, &, q, 3 ) je

dL = (dL/8q) dq + (OL/8q) dg + (OL/9€) dE + (L /9€) dé
= pdg + pdg + (0L/0€) dé + (OL/0E) d¢,
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tako da dobimo o
d(L — pg) = pdg — gdp + (OL/0¢) d + (OL/0€) d€.

Routhovo funkcijo vpeljemo kot

R(q,p,&,€) = pi— L, (41.1)

kjer hitrost ¢ izrazimo z gibalno koli¢ino p po enacbi p = 0L/9q. Diferencial Routhove
funkcije je

dR = —pdq + ¢dp — (OL/8¢) dE — (OL/€) dE. (41.2)
Tako dobimo
G = O0R/0p, p=—0R/0q, (41.3)
OL/OE = —OR/OE, OL/OE = —OR/OE. (41.4)
Te enacbe vstavimo v Lagrangevo funkcijo za koordinato £, pa dobimo
d (OR OR
(o) ok s

Sklenemo lahko, da ima Routhova funkcija lastnosti Hamiltonove funkcije glede na ko-
ordinato ¢ (enacbe (41.3)) in lastnosti Lagrangeve funkcije glede na koordinato £ (enacba
(41.5)).

Energija sistema je po sploSni definiciji enaka

E = GOL/8¢+ £OL/OE — L = pg+ EOL/OE — L.
7 Routhovo funkcijo to zapisemo kot
E =R —£0R/E, (41.6)

kar lahko dokazemo, ¢e v enac¢bo vstavimo (41.1) in (41.4).

Posplositev zgornjih enacb na vecje Stevilo spremenljivk ¢ in £ je oCitna.

Uporaba Routhove funkcije je primerna predvsem takrat, ko so katere izmed koordinat
ciklicne. Ce so koordinate ¢ cikli¢ne, se v Lagrangevi funkcije ne pojavljajo in zato tudi v
Routhovi funkciji ne. Routhova funkcija je zato funkcija spremenljivk p, € in €. Gibalne
koli¢ine p cikli¢nih koordinat so konstantne, kar sledi iz druge enacbe (41.3), zato ta enacba
ne pove ni¢ novega. Ko gibalne koli¢ine p zamenjamo z njihovimi konstantnimi vrednostmi,
v enachah (41.5) (d/ dt)dR(p, €, €)/06 = OR(p,&,€)/DE nastopa le e koordinata £, tako da
smo ciklitno koordinato povsem izlocili. Ce te enacbe resimo, dobimo funkcije £(¢) in jih
vstavimo v desne strani enacb ¢ = OR(p, &, ¢ )/0p, lahko funkcije ¢(t) izratunamo z neposredno
integracijo.

NALOGA

NALOGA Zapisi Routhovo funkcijo za simetriéno vrtavko z zunanjem polju U(¢, 0), tako da iz naloge
izlo¢is ciklicno koordinato ¥ (¢, ¢ in 8 so Eulerjevi koti).

Resitev: Lagrangeva funkcija je L = %1’1(92 + ¢?sin?0) + %13(¢2 + ¢cos0)? — U(¢,0); glej prvo
nalogo v § 35. Routhova funkcija je

2
) . 1 . .
R=pyh— L= pQ—i/; — pypcost — 5]’1(92 + % sin?0) + U(o, 0);
3

prvi ¢len je konstanten in ga zato lahko izpustimo.
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§42 Poissonovi oklepaji

Naj bo f(p, q,t) neka funkcija koordinat, gibalnih koli¢in in ¢asa. Njen totalni odvod po ¢asu

je
df 8f of
- E ( + pk>

V enacbo vstavimo vrednosti ¢ in py iz Hamiltonovih ena¢b (40.4) in dobimo izraz

df/dt = of /ot + [H, f], (42.1)
kjer je
B OH of OH Of
H 1= (G~ o) (422

Ta izraz imenujemo Poissonov oklepaj kolicin H in f.

Funkcije dinamiénih spremenljivk, ki se ohranjajo med gibanjem sistema, se imenujejo
integrali gibanja. Iz enacbe (42.1) je razvidno, da lahko pogoj, da je koli¢ina f integral
gibanja (df/dt = 0), zapisemo kot

af /ot + [H, f] = 0. (42.3)
Ce integral gibanja ni eksplicitno odvisen od ¢asa, tedaj se pogoj glasi
[H, f] =0, (42.4)

torej Poissonov oklepaj integrala gibanja in Hamiltonove funkcije mora biti enak nic.
Poissonov oklepaj za poljubni koli¢ini f in g lahko vpeljemo po analogiji z enacbo (42.2):

_ of dg  Of Og
LEEDY <apaq aqap) (42.5)

Poissonov oklepaj ima naslednje lastnosti, ki jih lahko preprosto izpeljemo iz definicije.
Ce zamenjamo vrsti red funkcij, Poissonov oklepaj zamenja predznak; ¢e je ena izmed
funkcij konstanta c, je Poissonov oklepaj enak nic:

[f-9] = —lg, f1, (42.6)
Velja tudi
[f1+f27g]:[flag]+[f2ag]v (428)
[flf?ag]:fl[f27g]+f2[f17g]' (429)
Ce odvajamo (42.5) po ¢asu, dobimo
of Jg
[f, 9] = [Gt ]+ [f, 8t]' (42.10)
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Ce je ena izmed funkcij f ali g gibalna koli¢ina ali koordinata, je Poissonov oklepaj kar
enak parcialnemu odvodu:

[f, ax] = 0f /Opx, (42.11)
Lf,pk] = —0f /Oqy. (42.12)

Enacbo (42.11) dobimo, ¢e postavimo g = g v (42.5); od vsote preostale en sam ¢len, saj je
0qi/0q; = O in Oqi/Op; = 0. V posebnem primeru, ko v enacbi (42.11) in (42.12) vstavimo
f = q; oziroma f = p;, dobimo

Relacija
[fa [97 h]] + [97 [h7 f“ + [h') [fv g]] =0, (4214)

imenovana Jacobijeva identiteta, velja za Poissonove oklepaje poljubnih treh funkcij f, g in h.
Na poti do dokaza si najprej oglejmo naslednjo lemo. Po definiciji (42.5) je Poissonov oklepaj
[f, g] bilinearna homogena funkcija prvih odvodov funkcij f in g. Zato je oklepaj [h, [f, ¢]]
linearna homogena funkcija drugih odvodov funkecij f in g. Leva stran enacbe (42.14) je torej
linearna homogena funkcija drugih odvodov vseh treh funkcij f, ¢ in h. Zberimo skupaj
clene, ki vsebujejo druge odvode funkcije f. Prvi oklepaj taksnih ¢lenov ne vsebuje, ker v
njem nastopa le prvi odvod funkcije f. Vsoto drugega in tretjega oklepaja lahko simboli¢no
zapiSemo z linearnimi diferencialnimi operatorji D; in Do, ki jih definiramo z Di(¢) = [g, ¢]
in Dy(¢p) = [h, ¢]. Tedaj je

[gv [hv f“ + [h? [fa g” = [97 [h7 f]] - [h7 [97 f]]
= D1[D2(f)] = D2[D1(f)]
= (D1Dy — DoD7)f.

Hitro se lahko prepri¢amo, da taksna kombinacija linearnih diferencialnih operatorjev ne more
vsebovati drugega odvoda funkcije f. Splosna oblika linearnih diferencialnih operatorjev je

0 0
Dy = E — Dy = g —
1 - gk‘ &Ek’ 2 - Mk 81[)]@’
kjer sta & in 7 poljubni funkciji spremenljivk a1, x9,.... Potem je
0? on 0
D1Dy = i
1D kgl é"k??laxkaxl + E £kaxk oz,

85’1 0
D2Dy = ;nk&lax ox; Z axk 8xl

razlika obeh izrazov pa je

0 0 0
D1Dy — DoDy = Z <§km — Mk S > 7

Kl 8xk 8$k 8.7}1 .
To je operator, ki vsebuje le prve odvode. Zato se ¢Cleni, ki vsebujejo druge odvode funkcije f
na levi strani enacbe (42.14) okrajsajo, in ker isto velja tudi za g in h, mora biti celotni izraz

enak nic.
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Pomembna lastnost Poissonovih oklepajev je, da je Poissonov oklepaj dveh integralov
gibanja tudi integral gibanja:
[f, g] = konst. (42.15)

To je Poissonov izrek. Dokaz je preprost, kadar f in g nista eksplicitno odvisna od ¢asa. Ce
vstavimo h = H v Jacobijevo identiteto, dobimo

(H, [f, gl +[f, g, H]] + [g, [H, f]] = 0.

Ker je [H,g] =01in [H, f] =0, je [H,[f, g]] =0, kar je iskani rezultat.
Ce sta integrala gibanja f in g eksplicitno odvisna od ¢asa, iz enacbe (42.1) sledi

imm:;mm+mﬁwk

Uporabimo enac¢bo (42.10), Poissonov oklepaj [H,[f,g]] pa izrazimo z drugima dvema s
pomocjo Jacobijeve identitete. Tako dobimo

Glra = 5] [ 1 5] - 1o = o121 1)
— 5 vt fg] + [ 1,50+ 1141 (42.16)
[

S tem je dokaz Poissonovega izreka zakljucen.

Seveda se s Poissonovim izrekom ne moremo vedno dokopati do dodatnih integralov gi-
banja, ker jih je skupaj le 2s — 1 (kjer je s Stevilo prostostnih stopenj sistema). V nekaterih
primerih je rezultat trivialen. Poissonov oklepaj je lahko kar konstanta ali pa neka funkcija
integralov f in g. V teh primerih dobljena koli¢ina ni nov integral gibanja.

NALOGE

NALOGA 1. Izracunaj Poissonov oklepaj kartezi¢nih komponent gibalne koli¢ine p in vrtilne koli¢ine
M =r x p delca.

Resitev: 7 enacbo (42.12) dobimo [M,,p,] = —0M, /0y = —0(yp. — 2py)/0y = —p., podobno pa
dobimo 8e [M,,p;] = 0 in [M,,p.] = p,. Ostale oklepaje dobimo s ciklitno permutacijo indeksov
x, Y, 2.

NALOGA 2. Izracunaj Poissonove oklepaje med komponentami vrtilne koli¢ine M.
Resitev:  Z neposrednim izra¢unom z enacbo (42.5) dobimo [M,, M,| = —M., [My,, M.| = —M,,
[M,, M,] = —M,,.

Ker so gibalne koli¢ine in koordinate razli¢nih delcev med seboj neodvisne spremenljivke, se hitro
prepricamo, da izrazi izpeljani v prvi in drugi nalogi veljajo tudi za skupno gibalno koli¢ino in skupno
vrtilno koli¢ino poljubnega sistema delcev.

NALOGA 3. Pokazi, da velja [¢, M.] = 0, kjer je ¢ poljubna funkcija koordinat in gibalne kolic¢ine, ki
je sredis¢no simetri¢na glede na izhodisce.
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Resitev: Taksna funkcija ¢ je lahko odvisna od komponent vektorjev r in p le preko kombinacij r?,

p?inr-p. Zato je
06 _ o6, 09
ar _ o(r?) ap-r)

in podobno za 9¢/dp. Poissonov oklepaj lahko izra¢unamo neposredno z uporabo enacbe (42.5), pri

¢emer uporabimo dobljeni enacbi za parcialne odvode.

NALOGA 4. Dokazi, da velja [f, M,] = f x n, ¢e je f vektorska funkcija koordinat in gibalne koli¢ine
delca, n pa je enotski vektor vzporeden z osjo z.

Resitev:  Poljubni vektor f(r, p) lahko zapisemo kot f = r¢y + poo + r X pos, kjer so ¢1, ¢2 in @3
skalarne funkcije. Iskano zvezo lahko preverimo z neposrednim izrac¢unom z uporabo enacb (42.8),
(42.11), (42.12) in pravila iz prejsnje naloge.

§43 Akcija kot funkcija koordinat

Med obravnavo nacela najmanjSe akcije smo si ogledali integral

to
s= [ Ldt, (43.1)

t1

kjer integriramo po poti med dvema podanima polozajema qW in ¢, v katerih je sistem ob
trenutkih ¢; in t2. Ko smo akcijo variirali, smo primerjali vrednosti integrala za bliznje poti,
ki pa so imele isti robni vrednosti ¢(¢1) in ¢(t2). Ena sama pot ustreza dejanskemu gibanju
sistema: tista, za katero ima integral S najmanjSo vrednost.

Oglejmo si koncept akcije Se z drugega vidika. Koli¢ino S smatrajmo kot koli¢ino, ki
opisuje gibanje po dejanski poti, in primerjamo vrednosti S za poti, ki imajo skupni zacetek
pri q(t1) = qW, in ki gredno skozi razli¢ne tocke ob ¢asu to. Z drugimi besedami, zanima nas
integral akcije na dejanski poti sistema kot funkcija koordinat pri zgornji integracijski meji.

Akciji dveh bliznjih poti (¢e imamo eno samo prostostno stopnjo) se razlikujeta za (glej

(2.5)): t t

oL 2 2 /0L d oL

8(] t1 t1 aq dt 8q
Ker poti pri dejanskem gibanju zados¢ajo Lagrangevim enacbam, je integral v izrazu za 65
enak ni¢. V prvem ¢lenu postavimo dq(t1) = 0, vrednost dq(t2) pa oznacimo kar z dg. Odvod
0L /dq zamenjamo s p in konéno dobimo 05 = pdq, v splosnem primeru s poljubnim stevilom
prostostnih stopenj pa

88 =" pidgi. (43.2)

Iz tega izraza je razvidno, da so parcialni odvodi akcije po koordinatah enaki ustreznim
gibalnim koli¢inam:

85/8q,~ = Di- (43.3)

Akcijo lahko obravnavamo tudi kot eksplicitno funkcijo ¢asa. Pri tem se poti zaénejo ob
dolo¢enem ¢asu t; in v doloceni tocki ¢, konc¢ajo pa se v tocki q? ob casu, ki je prosti
parameter, to = t. Parcialne odvode 95/0t bi lahko dobili z ustrezno variacijo integrala.
Lahko pa si pomagamo z enacbo (43.3) in do rezultata pridemo po lazji poti.
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Iz definicije akcije sledi, da je totalni odvod po ¢asu, izra¢unan na dejanski poti sistema,
enak
dS/dt = L. (43.4)

Sedaj pa obravnavamo S kot funkcijo koordinat in ¢asa (v smislu zgornjih vpeljav) in z
uporabo enacbe (43.3) dobimo

dj_@Jr oS as+z
dt_at 8 qZ_ pZQz

S primerjavo dobimo 0S/0t = L — ) p;q¢; ali
0S/ot = —H. (43.5)
Enacbi (43.3) in (43.5) lahko zapiSemo tudi z izrazom

dS =Y pidg — Hadt (43.6)
i
za totalni diferencial akcije kot funkcije koordinat in ¢asa zgornje integracijske meje v (43.1).
Sedaj pa kot proste spremenljivke vzemimo koordinate in ¢as tako na zacetku, kot na koncu
gibanja. O¢itno je, da bomo ustrezen diferencial akcije dobili kot razliko izrazov (43.6) na
koncu in na zacetku poti:

ds =" p® ag® - HO at® 3" piV dglV + HO at®. (43.7)

Iz tega izraza sledi, da ne glede na zunanje sile, ki delujejo na sistem med gibanjem, kon¢no
stanje ne more biti poljubna funkcija zaCetnega stanja; mogocCa so samo tista gibanja, pri
katerih je izraz na desni strani enacbe (43.7) popolni diferencial. Sam obstoj nacela najmanjse
akcije, neodvisno od konkretne oblike Lagrangeve funkcije, omejuje mnozico moznih gibanj.
Mozno je izpeljati ve¢ splosnih lastnosti, ki niso odvisne od zunanjih polj, za snope delcev, ki
izhajajo iz razli¢nih tock v prostoru. Preucevanje teh lastnosti spada na podrocje geometrijske
optike. *

Naj opozorimo, da lahko Hamiltonove enacbe formalno izpeljemo z minimiziranjem akcije
oblike

S = / (Z pidg; — H dt), (43.8)

kar sledi iz (43.6), ¢e neodvisno variiramo koordinate in gibalne koli¢ine. Zaradi preprostosti
ponovno predpostavimo, da imamo le eno koordinato in eno gibalno koli¢ino. Variacija akcije
je

5S = / Gpdq + pddq — (DH)9g)5q dt — (DH Op)op d].

Po integraciji per partes v drugem ¢lenu dobimo

59 = / 5p{ dq — (OH/0p) dt} + [poq] — / 5q{ dp + (9H/dq) dt}.

Na robovih integracijskega obmocja je d¢ = 0 in izintegrirani ¢len odpade. Preostali izraz
je enak nic¢ le tedaj, kadar sta oba integranda neodvisno enaka ni¢, ker sta variaciji dp in dq
neodvisni in poljubni. Sledi dg = (9H/dp)dt in dp = —(0H/0q)dt, po deljenju z dt pa
dobimo Hamiltonove enacbe.

*Glej Teorija polja, sedmo poglavije.
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§44 Maupertuisovo nacelo

Nacelo najmanjSe akcije povsem doloca gibanje sistema: z reSitvijo gibalnij enacb, ki jih
izpeljemo s pomocjo nacela, dobimo tako obliko poti kot polozaj telesa na poti kot funkcijo
casa.

Ce nas zanima le pot, ne pa tudi ¢asovna odvisnost, lahko uporabimo poenostavljeno
obliko nacela najmanjse akcije. Predpostavimo, da Lagrangeva in posledicno Hamiltonova
funkcija nista eksplicitno odvisni od ¢asa, tako da je energija konstantna H (p, q) = E = konst.
Po nacelu najmanjse akcije je variacija akcije pri danih zacetnih in konénih koordinatah in tre-
nutkih (oznaéimo ju tg in t) enaka ni¢. Ce dopustimo variacijo trenutka ¢ pri nespremenljivih
zacetnih in konénih koordinatah, velja (glej (43.7))

58 = —Hét. (44.1)

V nadaljevanju ne upostevajmo vseh moznih virtualnih gibanj sistema, temvec le tista, pri
katerih se ohranja energija. Pri taksnih gibanjih lahko H v (44.1) zamenjamo s konstanto F,
kar da

5S + Est = 0. (44.2)

Akcijo zapiSemo v obliki (43.8) in ponovno zamenjamo H z E in dobimo
S = /Zpi dg; — E(t — to). (44.3)
7

Prvi ¢len v tem izrazu,
So = /sz dgi, (44.4)
%

vcasih imenujemo okrajSana akcija.
Izraz (44.3) vstavimo v enacbo (44.2) in sledi

550 = 0. (44.5)

Okrajsana akcija ima minimum med potmi, na katerih se energija ohranja in ki gredo skozi
konc¢no tocko ob poljubnem trenutku. Pri uporabi tega variacijskega principa moramo gi-
balne koli¢ine (in zato tudi celotni integrand v (44.4)) izraziti s koordinatami ¢ in njihovimi
diferenciali dg. V ta namen uporabimo definicijo gibalne koli¢ine:

0 dgq
i = =—L|{q,— 44.6
Pi= g (q dt> (44.6)
in zakon o ohranitvi energije:
dg
Elq— ) =E. 44.7
(a5) (447)

Diferencial dt izrazimo s koordinatami ¢ in njihovimi diferenciali dg s pomocjo (44.7), nato
pa ga vstavimo v (44.6). Tako dobimo gibalne koli¢ine kot funkcijo ¢ in dg, energija E pa
nastopa kot parameter. Dobljeni variacijski princip doloca pot sistema in se pogosto imenuje
Maupertuisovo nacelo, ¢eprav sta ga natanéno formulirala Euler in Lagrange.
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Zgornji racun lahko eksplicitno izvedemo, kadar je Lagrangeva funkcija obicajne oblike
(5.5), namre¢ razlika kineti¢ne in potencialne energije:

1 ..
=5 > ain(@)gidk — U(q)-
ik

Gibalne koli¢ine so

pi=0L/0¢i =Y aik(q)dr,
k

energija pa

= 5 > aula)irdc + Ula).

ik

1z zadnje enacbe dobimo

dt = /" aix da; dgi /2(E — U); (44.8)

to vstavimo v

Z pidg; = Z azk d(ba

in dobimo okrajsano akcijo

Sy = / \/ (E—U) Zazkdqquk (44.9)

V primeru enega samega delca je kineti¢na energija T = %m(dl/ dt)?, kjer je m masa
delca in dl diferencial dolzine poti; variacijski princip, ki dolo¢a pot, je

5/ V2m(E —U)dl =0, (44.10)

kjer integriramo po poti med dvema tockama v prostoru. To obliko je izpeljal Jacobi.
Pri prostem gibanju delca je U = 0, in iz (44.10) dobimo trivialen rezultat ¢ [ dl = 0, da
se delec giblje po najkrajsi poti med dvema tockama, torej po premici.
Vrnimo se k izrazu za akcijo (44.3) in ga variirajmo po parametru E. Imamo
050

POSE — (t — t0)0F — Edt:
05 = FH0E — (t —10)0 5t;

to vstavimo v (44.2) in dobimo
0S0/0E =t —tp. (44.11)

Ko ima okrajsana akcija obliko (44.9), sledi

/ \/Z aik dg; dgr/2(E —U) =t — to, (44.12)

kar ni ni¢ drugega kot integral enacbe (44.8). Skupaj z enacbo za pot zgornji izraz povsem
doloci gibanje.
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NALOGA

NALOGA Izpelji diferencialno enac¢bo tira s pomocjo variacijskega nacela (44.10).
Resitev: 7 variiranjem dobimo

ou or dr
VE-Udi=-[|& % _qg-VE-US. .

V drugem élenu smo upostevali, da je dI? = dr?, od koder sledi dldél = drddr. Ta élen integriramo
po delih, izenac¢imo z ni¢ koeficient pred dr v integrandu in dobimo diferencialno enacbo tira:

d dr
WET S {\/E = Udl] _ _oU/or.
Na levi strani razpisemo odvod, na desno pa vstavimo silo F = —9U/dr. Dobimo

d?*r/di* = [F — (F - t)t]/2(F - U),

kjer je t = drl enotski vektor, ki je tangenten na tir. Razlika F — (F - t)t je komponenta F,, sile, ki
je normalna na tir. Odvod d?r/dl? = dt/dl je poznan iz diferencialne geometrije in znasa n/R, kjer
je R krivinski polmer tira, n pa enotski vektor v smeri glavne normale. Razliko E — U nadomestimo
z %va, in dobimo (mv?/R)n = F,,, kar ni ni¢ drugega kot izraz za radialni pospesek pri gibanju po
ukrivljenem tiru.

§45 Kanonske transformacije

Izbira posplosenih koordinat ¢ ni omejena; to je poljubnih s koli¢in, s katerimi enoli¢no
dolo¢imo polozaj sistema v prostoru. Lagrangeve enacbe (2.6) so formalno enake oblike, ne
glede na izbiro koordinat, in v tem smislu lahko re¢emo, da so invariantne na transformacijo
iz koordinat qi, qo,... v koordinate Q)1,@Q2,.... Nove koordinate @) so funkcije koordinat ¢
in dopustili bomo moznost, da so eksplicitno odvisne od ¢asa. Transformacijo lahko tedaj
zapiSemo kot

Qi = Qi(q, 1), (45.1)

kar v¢asih imenujemo tockovna transformacija.

Ker se Lagrangeve enacbe pri transformaciji (45.1) ne spremenijo, ostanejo nespremenjene
tudi Hamiltonove enacbe (40.4). Hamiltonove enacbe pravzaprav dopuscajo vecji razpon
transformacij. To je seveda posledica tega, da so v Hamiltonovem formalizmu gibalne koli¢ine
p povsem enakovredni koordinatam ¢ in so od njih neodvisni. Zato lahko pri transformaciji
hkrati pretvorimo vseh 2s neodvisnih koli¢in p in ¢:

Ta razsiritev razreda moznih transformacij je ena izmed pomembnih prednosti Hamiltonovega
formalizma.

Po drugi strani pa enacbe gibanja ne obdrzijo kanonske oblike pri vseh transformacijah
oblike (45.2). Izpeljimo pogoj, pod katerim bodo enacbe gibanja, zapisane z novimi koordi-
natami P, @), imele obliko

Q; = 0H' /P, P, = —0H'/0Q;, (45.3)
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kjer je H'(P,Q) nova Hamiltonova funkcija. Med temi transformacijami najdemo zelo po-
membno podmnozico kanonskih transformacij.

Pois¢imo enacbe kanonskih transformacij. Na koncu 43 smo pokazali, da lahko Hamilto-
nove enacbe izpeljemo iz nacela najmanjse akcije oblike

B / () pidg — Hdt) =0, (45.4)

)

pri ¢emer neodvisno variiramo vse koordinate in gibalne koli¢ine. Ce nove spremenljivke P
in () zadostijo Hamiltonovim ena¢bam, potem mora veljati tudi nacelo najmanjse akcije

b /(Z P;dQ; — H'dt) = 0. (45.5)

Enacbi (45.4) in (45.5) sta ocitno ekvivalentni, ¢e sta integranda enaka, razlikujeta pa se
lahko za totalni ¢asovni odvod neke funkcije F', odvisne od koordinat, gibalnih koli¢in in
casa. Razlika med integraloma je tedaj konstanta, enaka razliki vrednosti F' na robovih
integracijskega obmocja, ki pa pri variaciji odpade. Zato bomo vzeli

S pidg —Hdt =Y PdQ; — H'dt + dF.

Transformacije, ki zadostijo temu pogoju, se imenujejo kanonske transformacije. * Vsako
kanonsko transformacijo opisuje dolo¢ena funkcija F', ki se imenuje tvorilka transformacije.

Ce relacijo zapisemo kot

dF =) pidg;— Y P,dQ; + (H' - H)dt, (45.6)

razberemo, da je

P = aF/an, P = —aF/an, H =H+ 8F/6t, (457)

kjer smo privzeli, da je tvorilka podana kot funkcija starih in novih koordinat ter ¢asa: F' =
F(q,Q,t). Ce je F poznan, potem enacbe (45.7) podajajo povezavo med p, ¢ in P, Q ter novo
Hamiltonovo funkcijo.

Priro¢no je zapisati tvorilko kot funkcijo starih koordinat ¢ in novih gibalnih koli¢in P
namesto kot funkcijo ¢ in ). Enaé¢bo za kanonsko transformacijo bomo v tem primeru dobili
z ustrezno Legendrovo transformacijo enacbe (45.6):

d(F+ZBQi) :Zpiin+ZQidPi+(H,_H)dt'

Diferencirana koli¢ina na levi strani enacbe, izrazena kot funkcija spremenljivk ¢ in P, je nova
tvorilka ®(q, P,t). Potem je

pi = 8@/8% Q; = 8‘1)/8131, H =H+ 8(I>/<9t. (45.8)

*Kanonska oblika enacb gibanja se ohranja ne le ob kanonskih transformacijah, temveé tudi ob transforma-
cijah, pri katerih se integranda v (45.4) in (45.6) razlikujeta za konstantni faktor. Primer taksne transformacije
je P; = api, Q; = q;, H = aH, s poljubno konstanto a.

tCe je tvorilka ® = 3" fi(q,t) P, kjer so fi poljubne funkcije, dobimo transformacijo, pri katere so nove
koordinate @Q; = fi(q,t), kar pomeni, da jih lahko zapiSemo izklju¢no s starimi koordinatami (brez gibalnih
koli¢in). To je tockovna transformacija in torej posebna oblika kanonske transformacije.
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Podobno lahko izpeljemo enacbe za kanonske transformacije, pri katerih so tvorilke odvisne
od pin @, ali pa od p in P.

Povezava med staro in novo Hamiltonovo funkcijo je vedno enake oblike: razlika H — H’
je parcialni odvod tvorilke po ¢asu. Kadar je tvorilka neodvisna od c¢asa, velja H = H’,
kar pomeni, da novo Hamiltonovo funkcijo dobimo preprosto tako, da v. H nadomestimo
spremenljivke p in ¢ z njihovimi zapisi z P in Q.

Zaradi velikega Stevila moznih kanonskih transformacij izgubijo posploSene koordinate
in gibalne koli¢ine v Hamiltonovem formalizmu velik del njihovega prvotnega pomena. Ker
transformacije (45.2) med seboj povezejo kolic¢ine P in @) tako s koordinatami g, kot z gibalnimi
koli¢inami p, spremenljivke @) niso vec¢ Ciste prostorske koordinate, zato je razlikovanje med Q
in P le Se vprasanje nomenklature. To je lepo razvidno na primer iz transformacije * @Q; = p;,
P; = —q;, ki o¢itno ne spremeni kanonske oblike enacb, temvec¢ le preimenuje koordinate v
gibalne koli¢ine in obratno.

Zaradi poljubnosti nomenklature v Hamiltonovem formalizmu spremenljivke p in g po-
gosto imenujemo kar kanonsko konjugirane koli¢ine. Pogoj, da sta dve koli¢ini konjugirani,
lahko zapiSsemo s Poissonovimi oklepaji. V ta namen bomo najprej dokazali sploSen izrek o
invariantnosti Poissovoih oklepajev na kanonske transformacije.

Naj bo [f, g]p,q Poissonov oklepaj dveh koli¢in f in g, kjer odvajamo po spremenljivkah p
in ¢, [f, 9lpg pa Poissonov oklepaj, kjer odvajamo po spremenljivkah P in Q. Velja

[f. 9lpq = [f. 9lPq- (45.9)

Enakost lahko dokazemo z neposrednim izra¢unom in uporabo enacb za kanonsko transfor-
macijo. Lahko pa uporabimo tudi naslednji dokaz.

Najprej opazimo, da se ¢as pojavlja v kanonskih transformacijah (45.7) in (45.8) kot
parameter. Zato zadostuje, da dokazemo (45.9) za koli¢ine, ki niso eksplicitno odvisne od
¢asa. Formalno lahko smatramo g kot Hamiltonovo funkcijo nekega izmisljenega sistema. Iz
enacbe (42.1) sledi [f, g]pq = —df/dt. Odvod df/dt je lahko odvisen le od lastnosti gibanja
izmisljenega sistema, ne pa od konkretne izbire spremenljivk. Zato se Poissonov oklepaj [f, g]
ne spremeni ob prehodu iz enega v drug nabor kanonskih spremenljivk. Iz enacb (42.13) in
(45.9) dobimo

Qi Qklpg =0, [P, Pilpg =0, [P, Qklpgq = dik- (45.10)

To so pogoji, zapisani s Poissonovimi oklepaji, ki jim morajo zadostiti nove spremenljivke, ¢e
naj bo transformacija p,q — P, () kanonska.

Vredno je omeniti, da lahko spreminjanje koli¢in p, ¢ med gibanjem sistema smatramo kot
zaporedje kanonskih transformacij. Naj bodo ¢, ps vrednosti kanonskih spremenljivk ob ¢asu
t, qttr, Prrr Pa njihove vrednosti ob casu t + 7. Zadnje so funkcije slednjih in vsebujejo 7 kot
parameter:

Qiyr = q(qtypt7t7 7—)7 Pt+r = p(qt7pt7 tv T)'

Ce ti enacbi obravnavamo kot transformacijo iz spremenljivk ¢, ps v Gt+1, Pt+r, tedaj je ta
transformacija kanonska. To je lepo razvidno iz izraza dS = > (pryr dgrrr —pe dgr) — (Hpgr —
H,)dt za diferencial akcije S(q¢+r,qt,t,7), izracunane na dejanski poti sistema, ki gre skozi
tocki q; in g ob Casu t in t + 7 (glej (43.7)). Primerjava te enacbe z (45.6) pokaze, da je
—S tvorilka kanonske transformacije.

*Katere tvorilka je F = ¢;Q;.
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§46 Liouvillov izrek

Pojem faznega prostora je zelo uporaben pri geometrijskem tolmacenju mehanskih pojavov.
To je 2s dimenzionalni prostor, katerega koordinatne osi ustrezajo s posplosenim koordinatam
in s gibalnim koli¢inam obravnavanega sistema. Vsaka tocka faznega prostora predstavlja
doloceno stanje sistema. Med gibanjem sistema opiSe tocka, ki predstavlja stanje sistema,
pot, imenovano fazna pot.

Produkt diferencialov dI' = dq; ... dgsdpy ... dps lahko smatramo kot diferencialno pro-
stornino faznega prostora. Oglejmo si integral [ dI' po nekem obmocju faznega prostora:
integral predstavlja prostornino tega obmocja. Pokazali bi radi, da je integral invarianten na
kanonske transformacije, kar pomeni, da sta pri kanonski transformaciji iz spremenljivk p, g
v P, @Q prostornini ustreznih obmocij prostorov p, q in P, enaki:

//dqldqsdpldps://dQldQsdpldPS (461)

Zamenjavo spremenljivk v veckratnem integralu dosezemo z enacbo [ ... [ dQq ... dQ,
dP;...dPs = f .../ Ddgi...dgsdps ... dps, kjer je D Jacobijeva determinanta transforma-
cije:
0(Q1,...,Qs, P, ..., Py)

a1+, qs; P15+ -4 Ds)
Dokaz enacbe (46.1) smo tako privedli na dokaz, da je Jacobijeva determinanta kanonske
transformacije enaka ena:

D

(46.2)

D=1. (46.3)

Uporabili bomo dobro poznano lastnosti Jacobijevih determinant, da lahko z njimi ra¢unamo
podobno kot z ulomki. Stevec in imenovalec “delimo” z d(q1, ..., ¢s, P1, ..., Ps) in dobimo

_ B(Ql)'"7QS?P15"'7P8)/a(qla"'7QSvp17"'7ps)
8(Q17-~-,anP17~-~aPs) 8(q17"‘7qsaplv"')PS)'

Druga poznana lastnost Jacobijevih determinant je ta, da jih lahko poenostavimo na Jacobi-
jeve determinante manjSega Stevila spremenljivk, kadar nastopajo iste koli¢ine tako v Stevcu
kot v imenovalcu. Pri tem moramo ponovljene koli¢ine smatrati kot konstante pri parcialnem
odvajanju. Z enacbo lahko to zapiSsemo kot

D:{a(Qlans)} /{a(plvvps>} ] (4.64)
8((]1’ tet 7q$) P=Kkonst. 8(P1’ te 7P3) g=konst.

Jacobijeva determinanta v Stevcu je po definiciji determinanta reda s, katere element v
i-ti vrstici in k-tem stolpcu je 0Q;/9qi. Naj bo ®(q, P) tvorilka obravnavane kanonske trans-
formacije (glej (45.8)). Potem je 0Q;/0qr = 0*®/9q0P;. Podobno ugotovimo, da je element
v i-ti vrstici in k-tem stolpci determinante v imenovalcu enacbe (46.4) enak 0%®/0q;0P;.
Determinanti se razlikujeta le v tem, da sta zamenjani vlogi vrstic in stolpcev, zato sta enaki.
Kvocient (46.4) je enak ena. Konec dokaza.

Predpostavimo, da se vsaka izmed tock v obravnavanem obmocju faznega prostora giblje
v skladu z enacbami gibanja mehanskega sistema. Pri tem se obmocje giblje kot celota, in
sicer na tak nacin, da se ohranja prostornina obmocja:

D

/ dI’ = konst. (46.5)
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Ta rezultat, imenovan Liouvilleov izrek, sledi iz invariantnosti prostornine faznega prostora
na kanonske transformacije in iz dejstva, da lahko spreminjanje p in ¢ med gibanjem sistema
smatramo kot kanonsko transformacijo (glej konec razdelka 45).

Povsem analogno lahko dokazemo tudi invariantnost integralov

//quz'dpi? ////Z dg; dp; dgi dpy, - . .,
g i#k

kjer integriramo po dvo-, Stiri-, itd. dimenzionalni mnogoterosti v faznem prostoru.

§47 Hamilton-Jacobijeve enacbe

V 43 smo akcijo obravnavali kot funkcijo koordinat in ¢asa. Pokazali smo, da je parcialni
odvod po casu akcije S(q,t) povezan s Hamiltonov funkcijo,

0/t + H(q,p,t) = 0,

in da so parcialni odvodi akcije po koordinatah enaki gibalnim koli¢inam. Ce v Hamiltonovi
funkciji nadomestimo gibalne koli¢ine p z odvodi 95/9¢q, dobimo ena¢bo

oS oS 08

7+H(QI7"'7qS;87a"-

1) = 47.1
at ql 76qs’t) 0’ ( 7 )

v kateri je neznana funkcija S(q,t). To parcialno diferencialno ena¢bo prvega reda imenujemo
Hamilton-Jacobijeva enacba.

Podobno kot Lagrangeve in kanonske enacbe je Hamilton-Jacobijeva enacba osnova splosne
metode za reSevanje gibalnih enach.

Pred opisom metode naj spomnimo, da ima vsaka parcialna diferencialna enacba prvega
reda resitev, kjer nastopa poljubna funkcija; taksna resitev se imenuje splosni integral enacbe.
V nalogah s podroc¢ja mehanike je splosni integral Hamilton-Jacobijeve enacbe manj pomem-
ben kot popolni integral, ki vsebuje toliko neodvisnih poljubnih konstant, kot je neodvisnih
spremenljivk.

Neodvisne spremenljivke Hamilton-Jacobijeve enac¢be so koordinate in ¢as. Popolni in-
tegral te enacbe mora zato za mehanski sistem z s prostostnimi stopnjami vsebovati s + 1
poljubnih konstant. Ker funkcija S nastopa v enacbi samo v odvodih, je ena izmed konstant
aditivna, tako da je popolni integral Hamilton-Jacobijeve enacbe enak

S:f(t,q1,---,qs;041,...,065)—|—A7 (472)

kjer so aq,...,a, in A poljubne konstante. *

*Ceprav splosnega integrala Hamilton-Jacobijeve ena¢be tu ne potrebujemo, lahko vseeno pokazemo, kako
ga dobimo iz popolnega integrala. Koli¢ino A smatramo kot poljubno funkcijo preostalih konstant: S =
fqi, ... qs;00,...,as)+ Ao, ..., as). Koli¢ine a; nadomestimo s funkcijami koordinat in ¢asa, podanimi
z s pogoji 05/0a; = 0 in dobimo splosni integral, izrazen s poljubno funkcijo A(au, ..., as). Za tako definirano

funkcijo S namrec velja
85_(85) +Z(£) 8oek_(85>
9qi 9¢i ), “~\Oar/, Oqi oq: ),

Koli¢ine (05/0¢;)a zadostijo Hamilton-Jacobijevi enacbi, ker smo predpostavili, da je funkcija S(¢, ¢; a) popolni
integral te enacbe. Koli¢ine 85/9q; zato zadostijo isti enacbi.
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Pois¢imo sedaj povezavo med popolnim integralom Hamilton-Jacobijeve enacébe in resitvijo
gibalnih enacb, kar nas zanima. V ta namen opravimo kanonsko transformacijo iz spremen-
ljivk ¢, p v nove spremenljivke, pri ¢emer uporabimo funkcijo f(t,q; ) kot tvorilko, koli¢ine
ai,...,as pa kot nove gibalne koli¢ine. Nove koordinate imenujmo [1, fo,...,0s. Ker je
tvorilka odvisna od starih koordinat in novih gibalnih koli¢in, uporabimo enacbo (45.8):
pi = 0f/0¢;, Bi = 0f J0c;, H = H + 0f/0t. Ker je f resitev Hamilton-Jacobijeve enacbe, je
nova Hamiltonova funkcija enaka ni¢: H' = H + 0f /0t = H + 9S5/0t = 0. Zato so kanonske
enacbe v novih spremenljivkah ¢&; = 0, 51 =0, od tod pa sledi

a; = konstanta, [; = konstanta. (47.3)

S pomocjo s enacb df/0a; = [; lahko s koordinat ¢ izrazimo kot funkcije hitrosti in 2s
konstant a in 3. Tako dobimo splosno resitev gibalnih enacb.

Resitev naloge o gibanju mehanskega sistema s Hamilton-Jacobijevo metodo poteka na
sledeci nacin. S Hamiltonovo funkcijo zapisemo Hamilton-Jacobijevo ena¢bo in pois¢emo njen
popolni integral (47.2). Integral odvajamo po poljubnih konstantah « in odvode izena¢imo z
novimi konstantami 5. Tako dobimo s algebrajskih enacb

65/8061 = ﬁi, (47.4)

katerih resitev nam da koordinate ¢ kot funkcije ¢asa in 2s poljubnih konstant. Gibalne
koli¢ine kot funkcije ¢asa dobimo iz enacb p; = 905/9gq;.

Ce poznamo nepopoln integral Hamilton-Jacobijeve enacbe, v katerem nastopa manj kot
s poljubnih konstant, z njim ne moremo priti do splosne resitve gibalnih enacb, lahko pa si
z njim pomagamo pri iskanju splosnega integrala. Ce na primer poznamo funkcijo S z eno
poljubno konstanto «, nam da enac¢ba 0S/0a = konstanta eno povezavo med ¢, ..., ¢s in t.

Hamilton-Jacobijeva enacba se nekoliko poenostavi, ¢e funkcija H ni eksplicitno odvisna
od ¢asa, torej Ge je sistem konservativen. Casovno odvisnost akcije nam tedaj da ¢len —FEt:

S = Sy(q) — Et (47.5)
(glej 44) in ko ta izraz vstavimo v (47.1) dobimo Hamilton-Jacobijevo enacbo za okrajsano
akcijo:

= E. (47.6)

05, a5,
H<q17"'7q5; 4 O>

87(]17...78(]8

§48 Separacija spremenljivk

V stevilnih pomembnih primerih lahko popolni integral Hamilton-Jacobijeve enacbe dobimo
s “separacijo spremenljivk”, kar je ime metode, ki jo bomo sedaj opisali.

Predpostavimo, da neka koordinata ¢; in ustrezni odvod 05/0q; nastopata v Hamilton-
Jacobijeve ena¢b samo v neki kombinaciji ¢(q1,9S/9q1), kjer ne nastopajo druge koordinate,
cas ali odvodi. Enacba je torej oblike

oS 9S8 as
i) . - = 48.1
{q17t7 8(]@7 (915 7¢ <q17 3q1)} 07 ( 8 )

kjer ¢; oznacuje vse koordinate, razen q;.
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Is¢emo resitev, ki se zapiSe kot vsota:
S = 8'(gi, t) + S1(q1); (48.2)

to vstavimo v enacbo (48.1) in dobimo
a5" 08’ ds;
D <qit,—,—, ,—— | ¢ =0. 48.3
fat 5o Go ()} (18.3)

Predpostavimo, da ze poznamo resitev enacbe (48.2). Ce resitev vstavimo v enacbo (48.3),
postane slednja enacba identiteta, ki velja za poljubno vrednost spremenljivke ¢;. Ko se ¢;
spremeni, se sme spremeniti le funkcija ¢, in ker je (48.3) identiteta, od tod sledi, da je ¢
konstantna funkcija. Zato iz enacbe (48.3) dobimo dve lo¢eni enacbi:

¢(q1, dS1/dq1) = au, (48.4)
(I){Qi,t,as//aqz‘,85l/at,@1} == 07 (485)

kjer je a1 poljubna konstanta. Prva enacba je navadna diferencialna enacba, tako da funkcijo
S1(¢q1) dobimo s preprosto integracijo. Preostala parcialna diferencialna enacba (48.5) vsebuje
manj neodvisnih spremenljivk.

Ce nam uspe lociti vseh s koordinat in ¢as, se iskanje popolnega integrala Hamilton-
Jacobijeve enacbe poenostavi na integracijsko nalogo. Pri konservativnem sistemu moramo
lociti le s spremenljivk (koordinate) v enacbi (47.6), dobljen integral pa je

S = Z Sk(Qk7 a1, a2, ... ,Oés) - E(alv R Oés)t, (486)
k

kjer je vsaka izmed funkcij Sy odvisna od ene same koordinate; energijo E kot funkcijo
poljubnih konstant a1, ..., as dobimo iz enacbe (47.6) z nastavkom Sy = > Sj.

Poseben primer je separacija cikli¢ne koordinate. Ciklicna koordinata ¢; v Hamilto-
novi funkciji ne nastopa eksplicitno, zato je ni niti v Hamilton-Jacobijeve enacbi. Funkcija
&(q1,05/0q1) se poenostavi na 05/0q; in iz enacbe (48.4) sledi preprost rezultat S1 = a1q1,
tako da je

S = S'(qi,t) + o1q1. (48.7)

Konstanta a; je kar konstantna vrednost gibalne koli¢ine p; = 95/9q1, ki ustreza cikli¢ni
koordinati.

Cas v élenu — E't pri konservativnih sistemih si lahko predstavljamo kot separacijo “Gasovne
spremenljivke” t.

Tako so vsi predhodno obravnavani primeri poenostavitve integracije gibalnih gibanja z
uporabo cikliénih spremenljivk le poseben primer metode separacije spremenljivk v Hamilton-
Jacobijevi enachi. Metoda pa omogoca tudi separacijo spremenljivk, ki niso ciklicne. Hamilton-
Jacobijeva metoda je zato najmocnejsa metoda za iskanje sploSnega integrala gibalnih enacb.

Spremenljivke v Hamilton-Jacobijevi ena¢bi lahko lo¢imo (separiramo), ¢e so koordinate
primerno izbrane. Ogledali si bomo nekaj primerov separacije spremenljivk v razli¢nih koor-
dinatnih sistemih, ki so relevantni pri obravnavi nalog o gibanju delcev v razli¢nih zunanjih
poljih.

(1) Sferi¢ne koordinate. V teh koordinatah (r,6, ¢) se Hamiltonova funkcija zapise

2

2
H1<z+p€+p¢>+v<r,e,¢>,

2m r2 " r2sinZ6
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spremenljivke pa lahko lo¢imo, ¢e je
U= + =+ 55
alr) r2 r2sin® 6

kjer so a(r),b(0), c(¢) poljubne funkcije. Zadnji ¢len v izrazu za U se v fizikalnih nalogah ne
pojavlja, zato si bomo ogledali

U =a(r)+b(8)/r. (48.8)

V tem primeru je Hamilton-Jacobijeva enacba za funkcijo Sy

1 (95 1 950\’ 1 8So\*
2m (87’) +alr) + 2mr? [(89) - 2mb()] + 2myr2 sin? 0 < 0¢ > =k

Ker je koordinata ¢ cikli¢na, is¢emo resitev oblike Sy = py¢+.S1(r) +S2(0). Za funkeiji S1(r)
in S2(#) dobimo enacbi

1

2m

sin“ 6

p2
) +2mb(0) + —o— =,
S, 5
d> )+ 2mr? E

(

S =—Et+pyp+ / \/ﬁ — 2mb(0) —pi/ sin? 0 df + / V2m[E —a(r)] — B/r2dr.  (48.9)

Po integraciji konéno dobimo

Poljubne konstante v (48.9) so py, 8 in E. Funkcijo S odvajamo po teh spremenljivkah,
odvode izena¢imo z novimi konstantami in tako dobimo splosno resitev gibalnih enacb.

(2) Paraboli¢ne koordinate. 1z cilindri¢nih koordinat p, ¢, z preidemo v paraboli¢ne koor-
dinate &, n, ¢ po predpisu

= %(é —n), p=+/én (48.10)

Koordinate ¢ in 7 imajo vrednosti med 0 in oo; ploskve konstantnih & in 7 sta dve druzini
rotacijskih paraboloidov, katerih simetrijska os je z. Enacbe (48.10) lahko zapisemo tudi s

spremenljivko
1
r= VT E =L+, (as.11)
(torej s polmerom v sferi¢nih koordinatah) v obliki
E=r+2z n=r—=z (48.12)

Izpeljimo Lagrangevo funkcijo za delec opisan s koordinatami &, 7, ¢. Izraz (48.10) odva-
jamo po Casu in ga vstavimo v Lagrangevo funkcijo za cilindri¢ne koordinate

1 _
L=m(p* + p*6% + 2%) = U(p, 6, 2).

Dobimo
62

=1 (£+77)<€

4 n) b gmend? ~ U(Em. ). (48.13)
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Gibalne koli¢ine so pe = Tm(¢ + nEJE, py = im(& +n)n/n in ps = méneg. Hamiltonova
funkcija je
28ty P
Como &+ 2méy

+ U n, ¢). (48.14)

Fizikalno zanimivi primeri separacije spremenljivk v teh koordinatah imajo potencialno
energijo oblike
b b(r —
£+ 2r

8Sp\* 850\ 1 (9S)\? +b
§< 0) +77< 0) i ( 0) +a(§) (U):E

9 an 2mén \ 9¢ £+
Cikliéno koordinato ¢ separiramo in dobimo ¢len pg¢. Enacbo pomnozimo z m(§ + n) in jo
preuredimo. Dobimo

Enacba za Sy je

2
m(& +n)

950’ Py’ 950 \* P’ _

Uporabimo nastavek Sy = py¢ + S1(§) + S2(n) in dobimo dve enacbi

2
28 (dSl> + ma(§) — mEE + pi? =0,

d¢ 26
dSy\? ps®
2n <d77> + mb(n) — mEn + % = -4,

po integraciji pa dobimo

SEqﬁ/wE@m@g/wEﬂw

2 2 4¢2 2 2n 2n 4n?
(48.16)
Poljubne konstante so tu pg, 8 in E.
(3) Elipticne koordinate. To so koordinate £, 7, ¢, definirane z
p=0V(@-11-n?), z=08 (48.17)

Konstanta p je parameter transformacije. Vrednosti koordinate & tecejo od 1 do oo, koordinate
1 pa od -1 do +1. Lahko pa zapiSemo tudi definicijo, ki si jo geometrijsko lazje predstavljamo.
Ap in As sta tocki na z osi pri z = +o0, razdalji od poljubne tocke do A; in As pa sta

r1 =+ (z—0)2+p*inry=+/(z+0)%+ p% * Vstavimo p in z iz enacbe (48.17) in sledi

ri=o0(—-mn), r2=0({+n),

E=(ro+m)/20, n=(r2—r1)/20. (48.18)

*Ploskve konstantnih & so elipsoidi 2?/c2¢% + p?/o%(¢2 — 1) = 1 z zaristema v tockah A; in Asg; ploskve
konstantnih 1 so hiperboloidi 2%/a?n? — p?/a*(1 — n?) = 1 z zariséema prav tako v tockah A; in As.
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Lagrangevo funkcijo transformiramo iz cilindri¢nih v elipti¢ne koordinate in dobimo

L= Lot ) (L8 ) b - D - U g). (45.19)
~ 2 Tl 1 T1-p2) 2 n 1 @)- ‘

Hamiltonova funkcija je

1 1 1
B = @ =) [(52 = Upe® + (1= 1°)pj; + (52 — + 1_n2>p¢2] +U(En, ).

—n?)
(48.20)

Fizikalno relevanten primer separacije spremenljivk ima potencialno energijo

~alé) +b(n) o2 ro + 11 Ty —1T1
V= & —n? _T17’2{a< 20 >+b< 20 >}’ (48.21)

kjer sta a(§) in b(n) poljubni funkciji. Rezultat separacije spremenljivk v Hamilton-Jacobijevi
enachi je

2

B —2moZa(§
S:—Et+p¢<b+/\/2m02E+ 527"_01“( ) _ (é,ff 7 46

B -+ 2mo 2
/\/ZmUQE— mo ( ) _ “a %1272)2 dn.

(48.22)

NALOGE

NALOGA 1. Poisci popolni integral Hamilton-Jacobijeve enacbe za gibanje delca v polju U = a/r—Fz
(to polje je sestavljeno iz Coulombovega polja in homogenega elektri¢nega polja) in doloé¢i funkcijo
koordinat in gibalnih kolic¢in, ki se pri tem gibanju ohranja.

Resitev:  To polje je oblike (48.15), kjer je a(§) = o — 3F&2, b(n) = a + $Fn*. Popolni integral
Hamilton-Jacobijeve enacbe je podan z (48.16), v katerega vstavimo zapisani funkciji a(§) in b(n).
Pomen konstante 8 ugotovimo tako, da zapiSemo enacbi

1
26p¢ + ma(€) —mE¢ + 5p3 /€ = B,
1
2np;, +mb(n) — mBn + 5pg/n = =B,

Enacbi med seboj odstejemo, gibalni koli¢ini pe = 0S/0€, p, = 0S/0n izrazimo z gibalnima koli¢inama
pp = 05/0p in p, = 05/0z valjnega koordinatnega sistema in s preprostim izra¢unom kon¢no dobimo

2

az | pp Dy 1 9
= — — + == — Op- ——z| — =mFp~.

8 m| +m(zpp pp)+mp2z 5P

Izraz med oglatima oklepajema je integral gibanja, ki je znacilen za gibanje v navadnem Coulombovem
polju (to je komponenta v smeri z vektorja (15.17)).

NALOGA 2. Kot v prvi nalogi, vendar za polje U = «1/r1 + as/ro (torej Coulombovo polje dveh
nepremicnih nabojev, ki sta med seboj oddaljena za 20).
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Resitev: To polje je vrste (48.21) z a(&) = (a1 + a2)€/o, b(n) = (a1 — az)n/o. Akcijo S(&,n, ¢, t)
dobimo tako, da ta izraza vstavimo v (48.22). Pomen konstante 8 dobimo na podoben nacin kot v
prejsnji nalogi; tukaj izraza ohranjanje koli¢ine

2
B =o? <p2 + p(§> - M?+ 2mo(aq cos 1 + ag cos bs),
p

M? = (r x p)*
2 2
TPy
=p’2 +pip’ + —° 7 — 220Dy,

kjer sta 67 in 05 kota, prikazana na sliki 54.

Slika 54:

§49 Adiabatne invariante

Obravnavajmo mehanski sistem z omejenim gibanjem v eni dimenziji, opisan s parametrom
A, ki doloca lastnosti sistema ali zunanjega polja, v katerem je sistem. * Naj se A spreminja
pocasi (adiabatno) s casom zaradi nekega zunanjega ucinka; “pocasna”’ sprememba je taksna,
pri kateri se A spremeni le malo v nihajnem ¢asu 7"

TdMN dt < A (49.1)

Ce bi bila X konstantna, bi bil sistem izoliran in bi se gibal povsem periodi¢no s konstan-
tno energijo £ in z dolo¢enim nihajnim casom T’ (E). Ce se parameter \ spreminja, sistem
ni izoliran in energija se ne ohranja. Ce pa predpostavimo, da se A spreminja le pocasi, bo
tudi spreminjanje energije pocasno in E bo majhna koli¢ina. Ce E povpreéimo po nihaj-
nem casu 7T, se bodo “hitra” nihanja zgladila in dobljena povprecena vrednost bo dolocala
enakomerno spreminjanje energije sistema, ki bo sorazmerno s spreminjanjem parametra .
Drugace povedano, pocasi spreminjajoca se koli¢ina E (vzeta po izra¢unu povprecja) bo funk-
cija spremenljivke A. Odvisnost med E in A lahko izrazimo kot konstantnost neke kombinacije
kolicin F in A. Taksna koli¢ina, ki se ohranja med gibanjem sistema s pocasi spreminjajo¢imi
se parametri, se imenuje adiabatna invarianta.

Naj bo H(q,p; A\) Hamiltonova funkcija sistema, ki je odvisna od parametra \. Iz enacbe
(40.5) sledi, da se energija sistema spreminja kot

dE  O0H OH d\

dt ot o dt

*Da bodo enacbe bolj enostavne, tu predpostavljamo, da imamo en sam tak parameter. Vse ugotovitve pa
seveda veljajo za poljubno Stevilo parametrov.

(49.2)

Mehanika, v. 1



146 KANONSKE ENACBE 49

Izraz na desni je odvisen ne le od pocasi spreminjajoce se A, temvec tudi od hitro nihajocih ¢
in p. Enakomerno spreminjanje energije bomo dobili po zgoraj opisanem postopku: izra¢unati
moramo povpre¢je enacbe (49.2) po nihajnem ¢asu. Ker se A in A spreminjata pocasi, koli¢ine
A ne rabimo povpreciti:
dE  ANOH
dt — dt ox°
Ko ra¢unamo povpre¢no vrednost funkcije 0H/O\, kot spremenljivki obravnavamo le p in g,
ne pa tudi A. Z drugimi besedami, povprecje izracunamo tako, kot da bi se sistem gibal pri
konstantnem A.
Racun povprecja lahko zapisemo eksplicitno:

(49.3)

a1 Tom
ox TJ, ox

Iz Hamiltonove enacbe ¢ = 0H/dp sledi dt = dq/(0H/Jp). Integracijo po ¢asu lahko zato
nadomestimo z integracijo po koordinati, nihajni ¢as T' pa zapiSemo kot

T
T /0 dt = 7{ dq/(OH |9p); (49.4)

kjer znak § pomeni integracijo po celotnem intervalu spreminjanja koordinate med gibanjem
(“tja in nazaj”). * Enacbo (49.3) zapiSemo v obliki

dE _ d\ §(8H/dX) dq/(0H /dp)

dt At § dg/(0H/dp) (495)

Kot re¢eno, moramo v tej enachi integrirati po tiru pri konstantni vrednosti A. Na taksnem
tiru ima Hamiltonova funkcija konstantno vrednost F in gibalna koli¢ina je doloCena funkcija
spremenljive koordinate g in dveh neodvisnih konstantnih parametrov E in . ZapiSemo
p = p(q; E, A) in po spremenljivki A odvajamo enacbo H(q,p, \) = E. Tako dobimo 0H /O +
(0H/0p)(Op/OA) = 0, ali

OH/ON  Op

OH/dp ~— oA
To vstavimo v Stevec na desni strani enacbe (49.5), integrand v imenovalcu pa zapisemo kot
Op/OE. Sledi

dE  dX §(9p/OX)dg
dt — dt §(dp/OF)dq

Op dE  Op d\ B
f(a];cuf*ams) dg =0.

dI/dt =0, (49.6)

ali

To lahko zapisemo tudi kot

kjer je
I= ?{pdq/%r. (49.7)

*Ce je gibanje sistema vrtenje, koordinata ¢ pa kot zasuka ¢, moramo integracijo po ¢ izratunati za “celoten
zasuk”, torej od 0 do ¢.
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Integral moramo izracunati po poti pri konstantnih £ in A. Vidimo, da je v uporabljenem
priblizku koli¢ina I konstanta, ko se parameter A spreminja. I je torej adiabatna invarianta.
Koli¢ina I je funkcija energije sistema (in parametra ). Parcialni odvod po energiji doloca

nihajni ¢as: iz (49.4) sledi

ol op
2r—= ¢ ——=dq=T 49.8
"oE " J oE 1 (49.8)
ali

OE /0l = w, (49.9)

kjer je w frekvenca, s katero sistem niha.

Integral (49.7) ima geometrijski pomen, povezan s fazno potjo sistema. V obravnavanem
primeru z eno prostostno stopnjo je fazni prostor dvodimenzionalen (ravnina) s koordinatama
p in g, fazna pot sistema, ki se giblje periodi¢no, pa je sklenjena krivulja v ravnini. Integral
(49.7) po tej krivulji je kar plos¢ina zajetega obmocja. Zapisemo ga lahko tudi kot plos¢inski
integral

I://dpdq/ZW. (49.10)

Oglejmo si na primer adiabatno invarianto enodimenzionalnega oscilatorja. Hamiltonova

funkcija se glasi
1 1
H = §p2/m + §mw2q2, (49.11)

kjer je w lastna frekvenca oscilatorja. Enac¢bo fazne poti podaja zakon o ohranitvi energije
H(p,q) = E. Pot je elipsa s polosmi v2mFE in \/2F/mw?, ploi¢ina, deljena z 27 pa je

I=F/w. (49.12)
Adiabatno invariantnost koli¢ine I pomeni, da je energija sorazmerna s frekvenco nihanja,
kadar parametre oscilatorja spreminjamo pocasi.
§50 Kanonske spremenljivke

Naj bo parameter A konstanten, tako da je obravnavani sistem izoliran. Opravimo kanonsko
transformacijo iz spremenljivk p in ¢ na tak nacin, da bo I nova “gibalna koli¢ina”. Tvorilka
je okrajSana akcija Sy, izrazena kot funkcija ¢ in I. Sy je namre¢ definiran z integralom

So(q, E; A) = /p(q, E;\)dg, (50.1)

izraCunanim pri konstantni energiji £/ in parametru A. V izoliranem sistemu je I odvisna le
od energije, tako da lahko Sy zapisemo tudi kot Sp(g,; \). Parcialni odvod (9Sy/0q)E je
enak odvodu (0Sp/dq); pri konstantnem I. Zato je

p=050(q,I;\)/0q, (50.2)

kar ustreza prvi izmed enacb (45.8) za kanonsko transformacijo. Druga enacba pa doloca
novo “koordinato”, ki jo oznac¢imo z w:

w = 0Su(q,I; \)/0I. (50.3)
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Spremenljivke I in w se imenujejo kanonske spremenljivke; I je kanonska akcija, w pa kanonski
kot.

Ker tvorilka Sy(g, I; \) ni eksplicitno odvisna od ¢asa, je nova Hamiltonova funkcija H’
kar H, izrazena z novimi spremenljivkami. Z drugimi besedami, H' je energija E(I), izrazena
z akcijo. Hamiltonovi enacbi v kanonskih spremenljivkah sta

I=0, w=dEI)/dI (50.4)
Prva enacba pove, da je I konstanten, kot tudi mora biti; energija se ne spreminja, zato se
tudi I ne sme. Iz druge enacbe pa sledi, da je w linearna funkcija casa:

dE
W=7 t + konstanta = w(I)t 4+ konstanta; (50.5)

kanonski kot je kar faza nihanja.
Akcija Sy(g, I) ni enoli¢na funkcija koordinat. Po vsaki periodi se poveca za

ASy = 2n1, (50.6)
kar je razvidno iz (50.1) in definicije koli¢ine I (49.7). Istocasno se kot poveca za
Aw = A(08y/0I) = O(ASy)/0I = 2. (50.7)

Podobno lahko ugotovimo, da ¢e izrazimo ¢ in p ali poljubno enoli¢no funkcijo F(q,p)
s kanonskimi spremenljivkami, potem se te funkcije ne spremenijo, ¢e w povetamo za 27
(pri konstantnem I). To pomeni, da je poljubna funkcija F(q,p), izrazena s kanonskimi
spremenljivkami, periodi¢na funkcija spremenljivke w s periodo 2.

Enacbe gibanja s kanonskimi spremenljivkami lahko zapiSsemo tudi za odprt sistem, pri
katerem se A spreminja s ¢asom. Transformacijo ponovno dosezemo z enacbama (50.2) in
(50.3), z tvorilko Sy, podano z integralom (50.1) in izrazeno s spremenljivko I, definirano
z integralom (49.7). Nedoloceni integral (50.1) in doloeni integral (49.7) izra¢unamo ob
privzetku, da je A(¢) konstantna koli¢ina; drugace povedano, Sy(q, I; A(t)) je enaka prejsnji
funkeiji Sp, le da konstantno A zamenjamo z izbrano funkcijo A(t). *

Ker je tvorilka sedaj eksplicitna funkcija ¢asa, se nova Hamiltonova funkcija H' razlikuje
od stare, ki je bila enaka energiji F(I). Po splosnih ena¢bah za kanonske transformacije (45.8)
dobimo

H' = E(I;\) + 08, /0t

. (50.8)
= E(I; \) + A\,
kjer z A oznacujemo
A= (050/0N)q.r1; (50.9)
po odvajanju po A moramo A izraziti s spremenljivkama I in w iz enacbe (50.3).
Dobljeni Hamiltonovi enachi sta
- OH' OA .
I=- =—|=— A, (50.10)
ow ow )y
OH' oA :
a=5F =atrin+ (57) & (50.1)

*Poudariti pa moramo, da za casovno odvisno Hamiltonovo funkcijo tako definirana funkcija So ni prava
okrajsana akcija.
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kjer je w = (OE/OI)), frekvenca nihanja, izra¢unana ob predpostavki, da je A konstantna.

NALOGA

NALOGA Zapisi enacbe gibanja s kanonskima spremenljivkama za harmonsko nihalo (ki ga opisuje
Hamiltonova funkcija (49.11)) s ¢asovno spremenljivo frekvenco.

Resitev: Ker so vse operacije v enacbah (50.1)-(50.3) izra¢unane ob konstantnem A (v tem primeru
je A kar frekvenca w sama), je zveza med ¢, p in w enake oblike, kot v primeru konstantne frekvence

Zw = wt:
| 2E . [ 2T .
q=1\/ ——>sinw =4/ —sinw,
mw mw
p=V2Iwmcosw.
Zato je

Sg:/pdq:/p(&'q/@w)lwdw:QI/COSdew

(850) (850) ((9111) I .
A= — = = — | = — sin2w.
ow ol ow ) ; \ Ow ; 2w

Enacbi (50.10) in (50.11) se torej v tem primeru glasita

in
I =—I(0,w)cos2w, i =w+ (w/2w)sin2w.

§51 Natancnost ohranjanja adiabatne invariante

S pomocjo enacbe gibanja (50.10) lahko tudi drugace dokazemo, da je kanonska akcija adia-
batna invarianta.

Funkcija So(q,I; A) ni enoliéna funkcija spremenljivke ¢: ko koordinata doseze svojo
zacetno vrednost, se Sy poveca za veckratnik kolicine 27w/. Odvod (50.9) pa je enoli¢na
funkcija, saj odvajamo pri konstantnem [ in Sy se pri tem ne poveca. Funkcija A je, tako
kot ostale enoli¢ne funkcije, periodi¢na funkcija, ¢e jo izrazimo s spremenljivko w. Povprecna
vrednost po eni periodi odvoda dA/Jw periodi¢ne funkcije je enaka ni¢. Povprecimo (50.10)
tako, da \ smatramo kot konstanto (to smemo storiti, ¢e se A spreminja pocasi). Dobimo

I =—(0A/ow), A =0, (51.1)

kar smo Zeleli dokazati.

S pomocjo enach (50.10) in (50.11) lahko obravnavamo natanc¢nost, s katero se adiabatna
invarianta ohranja. Nalogo lahko postavimo tako: naj ima parameter A(f) konstantni limitni
vrednosti A_ in Ay pri t - —oo in ¢ — 4o00; pri dani zacetni ({ — —oo) vrednosti I_
adiabatne invariante, pois¢imo razliko Al =1, — I_, ko t — +o0.

Iz (50.10) dobimo
+o0 .
AT = _/ oA 5 at. (51.2)

oo Ow
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Kot re¢eno, je A periodi¢na funkcija spremenljivke w s periodo 27; razvijmo jo v Fourierovo
vrsto

A=) eay (51.3)

l=—00

Ker je A realen, za koeficiente velja A_; = A}. Zato je

oA _ i ile™ A,

% N l=—00
o (51.4)
= 2R il A,
=1

Ko je A dovolj majhna koli¢ina, je odvod w pozitiven (ima isti znak kot w, glej (50.11)),
zato je w monotona funkcija ¢asa t. Ko v (51.2) spremenimo integracijsko spremenljivko iz ¢
v w, integracijske meje ostanejo enake:

0N dA dt
I=— [ 2229 4. 1.
A oo Ow dt dw dw (51.5)

®

QW
Slika 55:

Vstavimo (51.4). Dobljen integral lahko transformiramo, ¢e w formalno smatramo kot
kompleksno spremenljivko. Predpostavimo, da integrand nima singularnosti na realni osi in
premaknemo integracijsko pot z realne osi v zgornjo polravnino kompleksne spremenljivke.
Kontura se pri tem “ujame” na singularnostih integrala in okoli njih tvori zanke, kot je
shematsko prikazano na sliki 55. Naj bo wg singularnost, ki je najblizje realni osi, torej tista
z najmanj$im (pozitivnim) imaginarnim delom. Glavni prispevek k integralu (51.5) dobimo
iz okolice te tocke in vsak ¢len iz vrste (51.4) prispeva ¢len s faktorjem exp(—ISwg). Ponovno
obdrzimo le ¢len z najmanjsim negativnim eksponentom (torej ¢len z [ = 1), in dobimo *

AT ~ exp(—Swy). (51.6)

Naj bo ¢y (kompleksen) “trenutek”, ki ustreza singularnosti wg: w(tp) = wp. V splosnem
je [to| istega velikostnega reda kot karakteristi¢ni ¢as 7, s katerim se spreminjajo parametri

*V posebnih primerih se lahko pripeti, da razvoj (51.4) ne vklju¢uje ¢lena ! = 1 (glej na primer prvo nalogo
v tem razdelku); v vsakem primeru moramo vzeti ¢len z najnizjo vrednostjo I, ki nastopa v vrsti.
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sistema. * Velikostni red eksponenta v (51.6) je
Swy ~ wr ~ 7/T. (51.7)

Ker smo predpostavili, da je 7 > T, je ta eksponent velik. Zato razlika I, — I_ eksponentno
upada, ¢e zmanjsujemo hitrost spreminjanja parametrov sistema. '

Dolo¢imo prvi priblizek k wq glede na T/7 (obdrzimo torej le ¢len ~ (T/7)~! v ekspo-
nentu). V enacbi (50.11) izpustimo majhen clen z A:

dw/ dt = w(I, \(t)), (51.8)

in predpostavimo, da ima argument I funkcije w(I,\) konstantno vrednost, na primer I_.
Tedaj je
to
w:/w@Mm&; (51.9)
kot spodnjo mejo si lahko izberemo poljubno realno vrednost ¢, ker to ne spremeni imaginar-
nega dela koli¢ine wy. '
Integral (51.5) z w iz enacbe (51.8) in enim ¢lenom iz vrste (51.4) namesto A /0w se glasi
Adw
w(l,\)

AT ~ é)%/z’e"w (51.10)

Od tod je razvidno, da so iskane singularnosti v blizini realne osi singularnosti (poli in tocke
razvejitve) funkcij A(¢) in 1/w(t). Poudariti moramo, da je Al eksponentno majhen le tedaj,
ko ti funkciji nimata singularnosti na realni osi.

NALOGE

NALOGA 1. Oceni AI za harmonsko nihalo s frekvenco, ki se pocasi spreminja po enacbi
5 o1 + ae®t

—wo 14 eat

od w_ =wp prit=—00dow; =+/awg prit =00 (a >0, @ < wp).
Resitev: Parameter A naj bo frekvenca w sama. Velja

A1 a 1
— =« - .
w 2 e~ L g et 1]

at

Ta funkcija ima pola za e = —1in e = —a. Ko izrac¢unamo integral [ wd¢, ugotovimo, da
dobimo najmanjso vrednost koli¢ine Swy zaradi enega izmed polov atg = —log(—a), in sicer znasa

—at

Swy = wor/a za a > 1,

=womva/a za a < 1.

*Ce pocasnost spreminjanja parametra X izrazimo z zahtevo, da je A odvisna od ¢asa t le preko zveze
& =t/7, kjer je T velik, potem velja to = 7o, kjer je & singularnost funkcije A(€), ki ni odvisna od 7.

tOpomnimo naj,da ¢e sta zacetna in konéna vrednost A(t) enaki A = A_, tedaj ni eksponentno majhna
le razlika AI, temve¢ tudi razlika AE = E; — E_ kon¢ne in zaletne energije; iz (49.9) izvemo, da je v tem
primeru AF = wAl.

*Bolj natangen dokaz teh trditev in izraéun koeficienta v eksponentu enacbe (51.6) lahko bralec najde v A.
A. Slutskin, Soviet Physics JETP, 18, 676, 1964.

$Da se nihalo zares giba harmonic¢no se lahko prepricamo iz dejstva, da je frekvenca nihanja neodvisna od
energije.
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Za harmonsko nihalo je A ~ sin2w (glej nalogo v § 50), zato se vrsta (51.3) poenostavi na dva ¢lena
(z I = £2). Zato za harmonsko nihalo velja

AT ~ exp(—2Swp).

NALOGA 2. Delec niha v potencialni jami. Kako njegova energija pojema pod vplivom sile trenja

fir = —a (kjer je x karteziéna koordinata)?
Resitev: Izra¢unamo povprecje enacbe (25.13) po nihajnem ¢asu in v prvem priblizku zanemarimo

dusenje. Dobimo
dE — ’ 2no

kjer je I(F) adiabatna invarianta in m masa delca. Nihajni ¢as T izrazimo z I s pomocjo enacbe
(49.8),

Po integraciji dobimo

I(E) = I(Ey) exp(—at/m).

S to enacbo je funkcija E(t) implicitno dolo¢ena. Za harmonsko nihalo postane enaka enacbi (25.5).
Resitev velja, ¢e je izpolnjen pogoj o1 /m < 1.

§52 Pogojno periodi¢no gibanje

Obravnavajmo sistem s poljubnim §tevilom prostostnih stopenj, ki se giblje tako, da vse koor-
dinate ostajajo konc¢ne. Predpostavimo, da lahko vse spremenljivke separiramo po Hamilton-
Jacobijevem postopku. To pomeni, da lahko z ustrezno izbranimi koordinatami okrajSano
akcijo zapisemo v obliki

So = Zsi(%)a (52.1)

torej kot vsoto funkciji, ki so odvisne vsaka le od ene same koordinate.
Posplosene gibalne koli¢ine so p; = 05y/0q; = dS;/ dg;, zato lahko S; zapisemo kot

To so veclicne funkcije. Ker je gibanje konéno, ima vsaka koordinata omejen obseg spremi-
njanja. Ko ¢; naredi en obhod po tem obsegu (“tja in nazaj”), se akcija poveca za

kjer je
I, = 7{])@- dg;/2m. (52.4)

Integrirati moramo po zgoraj omenjenem omejenem obsegu spreminjanja koli¢ine ¢;. *

*Poudariti moramo, da pri tem mislimo formalno spreminjanje koordinate ¢; po celotnem obmoc¢ju moznih
vrednosti, ne pa spreminjanje med periodo dejanskega gibanja kot v primeru gibanja v eni dimenziji. Ome-
jeno gibanje sistema z ve¢ prostostnimi stopnjami v splosnem ni periodi¢no kot celota, poleg tega pa se niti
posamezne koordinate obi¢ajno ne spreminjajo periodi¢no (glej spodaj).
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Sedaj opravimo kanonsko transformacijo podobno tisti iz §50 za eno samo prostostno
stopnjo. Nove spremenljivke bodo “kanonske akcije” I; in “kanonski koti”

w; = 0S0(q,I)/01; = Zask(% I1)/0IL;, (52.5)
e

tvorilka pa je ponovno akcija, izrazena kot funkcija koordinat in koli¢in I;. Enacbe gibanja v
teh koordinatah so I; = 0, w; = 0E([)/01;, od koder sledi

I; = konstanta, (52.6)
w; = [0E(I)/0L]t + konstanta. (52.7)

Po analogiji z izpeljavo enacbe (50.7) lahko ugotovimo, da sprememba “tja in nazaj”
koordinate g; ustreza spremembi kota w; za 27:

Aw; = 2. (52.8)

Koli¢ine w;(q,I) so veclicne funkcije koordinat: ko se koordinate spreminjajo in konéno
dosezejo svoje zacetne vrednosti, se koli¢ine w; lahko spremenijo za poljuben veckratnih Stevila
27r. To lastnost lahko formuliramo tudi kot lastnost funkcij w;(p, q), izrazenih s koordinatami
in gibalnimi koli¢inami, v faznem prostoru sistema. Akcije I;, izrazene z p in ¢, so enoli¢ne
funkcije. Ko vstavimo I;(p,q) v w;i(g,I) dobimo funkcijo w;(p,q), ki se lahko spremeni za
poljubni veckratnik stevila 27 (vkljuéno z ni¢), ko naredimo poljubno sklenjeno pot v faznem
prostoru.

Od tod sledi, da je poljubna enoli¢na funkcija * F(p,q) stanja sistema, Ce jo izrazimo
s kanonskimi spremenljivkami, periodi¢na funkcija kanonskih kotov, njena perioda za vsako
izmed spremenljivk pa je 27w. Razvijemo jo lahko v vec¢kratno Fourierovo vrsto:

00 00
F = Z Z Alll2...ls exXp [i(llwl + ...+l8ws)] y
li=—00 ls=—o0

kjer so ly,la, ..., s cela Stevila. Vstavimo kanonske kote kot funkcije ¢asa in dobimo ¢asovno
odvisnost funkcije F' kot vsoto oblike

oo
) OF ok
F = Z - Z Al1l2...l5 exp {Zt <l1(911 + ...+ l88[s> } . (52.9)
li=—00 ls=—00
Vsak izmed ¢lenov te vrste je periodi¢na funkcija ¢asa s frekvenco
lhw 4+ ...+ Lsws, (52.10)

ki je vsota celostevilskih veckratnikov osnovnih frekvenc

w; = OE /01, (52.11)

*Vrtilne koordinate ¢ (glej drugo opombo v § 49) niso enoli¢no povezane s stanjem sistema, ker je polozaj
enak pri vseh vrednostih ¢, ki se razlikujejo za veckratnih Stevila 27w. Ce so med koordinatami g taksni koti,
lahko ti v funkciji F'(p,q) nastopajo le preko izrazov, kot so cos¢ in sin ¢, ki so enoli¢no povezani s stanjem
sistema.
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Ker frekvence (52.10) v splosnem niso komenzurabilne, vsota sama ni periodi¢na funkcija, kot
to tudi niso koordinate ¢ in gibalne koli¢ine p sistema.

Zato gibanje sistema v sploSnem ni povsem periodi¢no niti v celoti, niti v posameznih
spremenljivkah. To pomeni, da se sistem v konénem ¢asu ne povrne v neko poljubno izbrano
zacetno stanje. Lahko pa recemo, da se po zadostno dolgem casu sistem vrne poljubno blizu
zacetnemu stanju. Zato taksno gibanje imenujemo pogojno periodic¢no.

V nekaterih posebnih primerih sta dve (ali ve¢) osnovni frekvenci w; komenzurabilni za
poljubne vrednosti I;. To imenujemo degeneriranost, ¢e pa je komenzurabilnih vseh s frekvenc,
potem je gibanje sistema popolnoma degenerirano. V zadnjem primeru je gibanje ocitno
periodi¢no in pot sistema je zakljucena.

Degeneriranost vodi k manjsemu §tevilu neodvisnih koli¢in [;, od katerih je odvisna ener-
gija sistema. Ce za dve frekvenci velja

n0E |01, = nydE /0, (52.12)

kjer sta n1 in ng celi Stevili, potem I; in I> nastopata v izrazu za energijo samo kot vsota
nol1 + nils.

Pomembna lastnost degeneriranega gibanja je vecje Stevilo enoli¢nih integralov gibanja v
primerjavi s tem Stevilom za nedegeneriran primer z enakim Stevilom prostostnih stopenj. V
splosnem primeru je namreé izmed 2s — 1 integralov gibanja samo s funkcij stanja enoli¢nih;
to so lahko na primer akcije I;, ki jih je s. Ostalih s — 1 integralov gibanja lahko zapisemo
kot razlike

w0E /3L, — wydE I, (52.13)

Konstantnost teh koli¢in sledi iz enacbe (52.7), toda to niso enoli¢ne funkcije stanja sistema,
saj kanonski koti niso enoli¢ni.
Ko imamo opravka z degeneriranostjo, pa so razmere druga¢ne. Enacba (52.12) pomeni,
da koli¢ina
wing — wWan (52.14)

sicer ni enoli¢na, je pa “enolicna” do poljubnega celega mnogokratnika 27 natanc¢no. Zato
lahko izberemo trigonometri¢no funkcijo te koli¢ine, da dobimo dodatni integral gibanja.

Poseben primer degeneriranosti je gibanje v potencialu U = —a/r. Zaradi degeneriranosti
obstaja posebni dodatni integral gibanja za to polje (15.17) poleg obic¢ajnih dveh enoli¢nih
integralov (ker je gibanje dvodimenzionalno), vrtilne koli¢ine M in energije E, ki se ohranjata
za poljubno gibanje v centralno simetri¢cnem polju.

Obstoj dodatnih enoli¢nih integralov gibanja vodi k posebni lastnosti degeneriranih gibanj:
omogoc¢ajo namre¢ popolno separacijo spremenljivk ne le za eno *, temvec za ve¢ razli¢nih izbir
koordinat. Koli¢ine I; so enoli¢ni integrali gibanja v koordinatah, s katerimi lahko separiramo
spremenljivke. V primeru degeneriranost je Stevilo enoli¢nih integralov vecje od s, tako da
obstaja vec¢ razli¢nih izbir kanonskih akcij ;.

Kot primer lahko ponovno izpostavimo Keplerjevo gibanje, kjer je separacija spremenljivk
mogoca tako v sferi¢nih kot v paraboli¢nih koordinatah.

V 49 smo pokazali, da je kanonska akcija za konéno gibanje v eni dimenziji adiabatna
invarianta. Ta trditev velja tudi za sisteme z ve¢jim Stevilom prostostnih stopenj, kar lahko
dokazemo s posploSitvijo postopka na zacetku 51.

*Pri tem zanemarimo trivialne spremembe koordinat, ko na primer ¢1" = q1'(q1), g2’ = q2'(g2).
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V veédimenzionalnem primeru s spremenljivim parametrom A(¢) so enacbe gibanja v ka-
nonskih spremenljivkah, ki opisujejo spreminjanje kanonskih akcij I;, analogne ena¢bi (50.10):

Ii=———2X\ (52.15)

kjer je, kot poprej, A = (9Sy/0N);. Povpre¢je moramo izracunati po ¢asu, ki je velik v
primerjavi z osnovnimi periodami sistema in majhen v primerjavi s ¢asovno skalo, na kateri
se spreminja A(t). Koli¢ine A ne povpre¢imo, povprecja odvodov OA /Ow; pa izra¢unamo tako,
kot da bi se gibanje odvijalo pri konstantnem \, kot pogojno periodi¢no gibanje. Tedaj je A
enoli¢na periodi¢na funkcija kanonskih kotov w; in povpreéna vrednost odvodov dA/dw; je
enaka nic.

Pred koncem si lahko na kratko ogledamo Se lastnosti konénega gibanja izoliranega sis-
tema z s prostostnimi stopnjami v povsem splosnem primeru, ko spremenljivk v Hamilton-
Jacobijevi enacbi ne moremo loéiti.

Osnovna lastnost sistemov z lo¢ljivimi spremenljivkami je enoli¢nost integralov gibanja I;,
katerih Stevilo je enako Stevilu prostostnih stopenj. V sploSnem primeru, ko spremenljivk ne
moremo locCiti, so enoli¢ni integrali gibanja le tisti, katerih konstantnost je posledica homoge-
nosti in izotropnosti prostora in ¢asa, to so energija, gibalna koli¢ina in vrtilna koli¢ina.

Fazna pot sistema poteka skozi obmocja prostora, ki so dolo¢ena z izbranimi konstantnimi
vrednostmi enoli¢nih integralov gibanja. Za sistem z lo¢ljivimi spremenljivkami in s enoli¢nimi
integrali je to obmocje s dimenzionalna mnogoterost v faznem prostoru. V zadosti dolgem
¢asu se sistem poljubno pribliza vsaki toc¢ki na tej hiperploskvi.

Sistem, pri katerem spremenljivk ne moremo loc¢iti, ima manj kot s enoli¢nih integralov
in fazna pot (povsem ali le delno) zaseda mnogoterost z ve¢ kot s dimenzijami v faznem
prostoru.

Po drugi strani pa je v degeneriranih sistemih Stevilo integralov veéje od s, fazna pot pa
poteka po manj kot s dimenzionalni mnogoterosti.

Ce se Hamiltonova funkcija sistema razlikuje le za majhne ¢lene od taksne funkcije, ki
omogoca separacijo spremenljivk, tedaj so lastnosti gibanja podobne tistim pri pogojno peri-
odi¢nem gibanju in se razlikujejo za manj, kot so veliki dodatni majhni ¢leni v Hamiltonovi
funkciji.

NALOGA

NALOGA Izracunaj kanonski akciji eliptiénega gibanja v polju U = —a/r.
Resitev: S polarnima koordinatama r, ¢ v ravnini gibanja lahko zapisemo

1 27
Iy=— dp = M
® 27T/o pg do ,

1 Tmax M2
I, =2— \/2m<E+a)—dr
2 r 72

=—M + ay/m/2|E|.

Zato je energija, zapisana s kanonskima akcijama, enaka E = —ma?/2(I, + I;)?. Odvisna je le od
vsote I, + I, zato je gibanje degenerirano; obe osnovni frekvenci (za r in ¢) sta enaki.
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Parametra orbite o in e (glej (15.4)) sta z I, in I, povezani z zvezama

1,2 I, \°
p:i, 6221—< ¢ ) .
mao Iy +1,

Ker sta I, in I, adiabatni invarianti, se ob pocasnih spremembah koeficienta o ali mase m ekscen-

tricnost orbite ne spreminja, njena velikost pa se spreminja obratno sorazmerno z « in z m.
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