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 ���������
 �� � ��� �� ������������ �������� ����� ��� ���������� ���������
��������������� ����� ���
� ������������ ��� ������� �������� �������� ��������� �� ������
���! �� �!� "���� �#�!���� ��$�� ����� �� �!� %������� ������ �������� ����� ��� �!��� �����$
�������� ��� �����$�!����� ���������������& '� ���� �������� � ������ �� ����� ��� ��������� �������
��!����������� ���������� ���! �� �������� ��� �!���� �������������� ������� ��� !��� ��������(
�#��������� )����� �� ��������� ���������( �������� ����������& '� �� ���� �������� �� �!� ����� �!��
�� �� ���� �� ��� �� ��� ����� �� �������� �*����������� ������������ ����� ���&� ��� �!� ������
�� ��������� ��� ��������� ��� ���� �������������� ������� ��� ��������&
+� ��!��)� � !��! ������ �� ,�#������� ���!��� �����-���� ��������� �.������ 
��������� ��

 ��
�������� �� � !������!� �� �������/ !��! ��)�� ������� ��� ������� �� � ��#���� �� ���������� ���
���������� 0��!������� ���� �!��� �!� ��� ��)�� ����������� �������)� ����� ��� ����������
�� �!� ������ �������� �������! �� �!� 122 ��������& +!� ���������� �� �!� ��������	 �� �
0��!������� ���	��� ��� ���������� ������������ ���! ���$���������)� ������ ������������ ��$
������� 3�4
& ��#� ����� �� � 0��!������� ������� �!��! ��-��� �!� *���������� �!� ����� ��
������ ��� �!� �!������ ��������� �� ��������/ ���! �!� !��� �� 3�4
 *���������� ��� ���������
��� �� ��-��� ����� �!� �������� ������$������������ �#���������& +!�� ������� �������� �!�
��������������� �� �!� ������� *���������� ��� �������� �!� ����� ��� �!� ��
 ��������� ������&
��� �.������ ��
 ��������� �� ��������� �� � �������� ��� �������/ ��� � ������� ������� 
���� �� �!� ���� �567� �� ����� �� �!� �%8%1" ����� �� ������ ������� �!��! ���)�� �!�
�����)���� �������& +!��� �� )��� ������ !����	������ �)��!��� ��� �� �!� ���	� �������� �� �!�
��
 ���������( 
��
 ���������
 �� �!�� �������� ��� ���������� ����� ����� ��
 ������������ ��
�������� ��������&
1!����� � �� � ������� ������������ �� �!� ��������� ��������������� ����� ����� �� � �!�����
���� �� 8!9 ������������& 1!����� : �� �!� ��������� ������ ��� �!� �������� ������&
;��
 ���������< ��� �!�� ������ ��� ���! ���	 �� ��������& %�� �������� ��������� �������
������� ��� )��� �������&

��	 =��	�

���������	�
����

+!� ;��
 ���������< ��������	 �� ����� ��)������ ������ ���!��>� 8!9 ������� �� �!� ������� ���
���!������� ��� �!����� �� �!� ?��)������ �� ��������� ��� �!� ;@�A�� 3�����< '�������� ��������� 
3��)����& 9���������� ��� ������������� ���! ����& @���� B��C� ����& %���� ���D�	 @�����
0��)��� ��� ��& +���A ����� ���� �!� �� +!��������� 8!����� ���������� ��� ��	���������&



������� �

��������� ��	
���������
	 
�
��

+!� ��������� ��������������� ����� ���
� �� � ���$����������)� �
 �������! �� �!� �������
�������� ��������&��� B���� ���$����������)� �� ���� ��� ��E�� ���� �������!��� ������������� 
�� ������� �������!�� ��& ��
 ������ ���� �!� �
 �������! �� �!� "���� ������� �� %����$
��� F�)�� ��� *����� ��� !���)�� �� ��
 �!� �
 ��������������� ��� ��������� �����������&
+!� ��������� ��)������ �� �!�� �������! �� �!�� �!� ����������� ���� ��� �� ������ �� ;�!���$
��� ���������< ��� �� �!������� ��������( !���)�� �� �!� ���� ��	�� �!��� �� �� ������!�$�������
����������� �� ����� �� ������� �������� ��������� �� ���)��� � ������ �!������ �������&

3�!���������� ��
 �������� �� �������!��� �������������� �� �!� ���������� ������� ��� �� �������)�
��������������� �� � ������ �� *�����������& +!� ���!�� ��� �#������� �� "& 
& G�����>� �������
����� ;+!� ��������������� �����/ 1������� �!������� ��� �!� "���� �������< ���)& 0��&
8!��& �5HI�� �!��� �� ��� ������� �� ����������� ���)� �!� "���� �������& +!�� ��� � �������
����� �� �!� -��� �� �������� �������� ����� �� ����������� �#��� �������� ��� �!� �����������
���������� �� �!� �!����������� ���������� �� �!� �����$�)�� ������ ������� �!� !��!$�����������
�����$������ ������ ��� �!� ���$����������� ������$�������� ������ ��� �������� ��� �!� -���
����&

��
 !�� ����� �!�� ������ �!� ��������� ���� �� �!� -��� �� �!� ������� �������� �!�����& +!�
�������! ��� ���� �� ����� �!� ��������� ���������� �� �!� "���� ������� �� �� �!� �$� �������
���! ���� � ����� �!� ���$�!����� "���� ������� ����� ��������$!��� ���������	� �� ��� ����$
������� %������� ����� ��������� ���������� %������� �����	��	� ��� ������ �!��� ��E�����
�������� ���-��������� ��� ��#��&	� 0��� ������# �����$�������� �������� ��� ���� ���������/
�����-���� �E��� ��� ��)���� �� �!� ���$�������� "���� ������� 	��	� ���$�������� %�������
�����	�� �� ��� ���� �������� �� �������� �� �!��� ��� ���� %������� ����������&��� �	 '� ����$
���� ����� �!���� ����� ��� ���� �� ��	�� ���� ������� �� �� �!� %�������$*������� �����&����


��� ��������� ��� ������������ �� ��
 �� ������� �������� �������� ���! ������� ���������
���! �� ���$���)��� ������� �� ������ �������$���� �� �!� ���������� ���� ����� ���$����� ������
-#�� ������ ����� �������� ���������� �� ������������������ �� ��� ������� �!��� �����������&��� �	

�������� ��
 !�� ������ ������ ������� �� ����� ����������� �!����! ������ ����� ������ �
���

��������� �	� �
 ��� �������� ������� ���� ��� �� ��������� ������� ���� �����!�� �� �������������
����� 
�� 
� ��� �� ����� �������$������� �����������&
	�
� % ������ �� �#���� "���� ������ ����
����� ����� �!�� �!� 3?�J� "���� �E���&
�

��
 �� ������������ ����� ������� �� �!� �������� ���)�� �� �!� ��������� ����$-��� �!����
�90�+� �������!�� 

� 
� �� ������� ��������( ������� �#������ ��� ������������ �� �!� *������
����� 
� �!� �������� %������� ����� �� �!� *������$*������� �������� �	 ��� �!� ���$����
*������ �����&��

:



���� ���������	��
� 
������
 K

��� ���������	�
�� ���
�
��

<��
 ���������< ���� ��� �������� ��� ����������� ���� ������!& +!� ���� ������ ����� ����
,�#������� �� ������� �� ��� �������� ���� �� ��	��� ���� ������� )������ ���������� ��� �����&
+!� ���� ��� ����������� �� � ������� ���!�������� ��� ���& �&�& +!� ����������� �� � 0��!����$
��� ���	��� ���	 ��� ���������� ������������ ���! ������ ������������ ���������& +!�� ���	���
�� ���� �� ��� !��� �� ����)��� �!� ��������� ��������� ��� �!� ��
 ��������� ��� �� �!� ��!��
!��� ��� �#����� ������������� �!� ������� *���������� ��� ������������ �!� �������� �� ��� ��$
������� �� �������� �� �!� ����� �� ����������� �� �!� *���������� �� ���! ��)������ ��������& +!�
��
 ��������� �������� ��� ����������� �� 122 ��� �����& 9��������������� ��� ��������� �����
����� ��� ������ �������� ���� �!� 
����
 ������� �� �!��� ��� ��!�� �����# ��� )����� ����������
��� �!� ����� ������� ���� �!� ������� �����& 3������� +������� ������� ���������� ��� !��)���
���� �!��! ��	�� �!� ���� ���� �� ���� ���� ��������� ��� !���� �)��� ������ ���	�& %���������
����������� ��� �� ����� �� �!� ;��
 ���������< !��� ���� ���������	�������������������&
+!� ���	��� ��� �������� ������ ��� ������� ��� ����� �!� 
�? 8����� �������&��

Model
Parameters

Observables

Input to NRG:
eigenstates,
irreducible

matrix elements

Problem setup
Mathematica

Output:
eigenstates,

expectation values,
spectra

NRG iteration
C++

Results

Postprocessing
Perl, Mathematica

������ �&�/ +!� �!���$���� ��������� ���� �!� ������� ��-������ �� �!� ������� �� ;��
 ���������<
����&

����� ������� ����

8��	��� ���	 �� � ���������� �� �������������� ����� ��� ����������� �!��! ������-�� ������������
����� �!� ����$��������� ��������� ������ ������������ ���������& +!� ���������� �� � ��-��$
���� �� ���$���������)� �������������� ���! ��������� ���������� �� ��������� �� � �������� ����
������� �������� ���! �������� ��������� ��������� �!� ����!������� ���������� �!��! ��	�� ����
������� �������� �����$������������ �����& 3������� ���� ���������� ������ ������-������ �� �#$
��������� ��� �!� �!���� �� ������ �������� ������� �.����� �)�������� �� �����# �������� �� �
��)�� �����& 3��� �� �!� ���������� ������������ �� �!� ���	��� �!�� ��� ����)��� �� �!� ��
 ����
���/

• 
��������� �� ����� ������ ���! ����$��-��� ������ Q ��� ���� S ��� ��!�� ������� ���$
�����&

• 
��������� �� �����# ��������������� �� ��������� ��� ���������� �� �!� *����������� �� ��$
������ �����&



J ��	���� �� �������	� ���
��	���	��
� ��
��

• 1��������� �� ��������� �!�� �������� )������ �������� �#��������� ���! �� �������� ������ 
�������� ���� ��� ������� ���$�������� ��� ���$�������� !������ �#�!���� ����������� ���&

• L���������$������ �������������� �� ������ ��� �)�������� �� ��������$)����� �#���������&

%���� ������������� �������� �� �!� ���	��� ��� ������������ �������� ��� �������� �#���������
�������� ����������� ���� ��)������� ����������� �� )����� �#��������� )����� �� �������� �#$
��������� ��������������� ���� �������$��$��������� �� ����������$������ ��������������� ��
������ ��� )���$)���� 9����>� ���$	�� �������� ������-������� ����� G��	>� �!����� �������
��� ���� �)�� ����� ����#�� ��������� ����� ��� ������-������� �� ���! �#��������� ���&
8��	��� ���	 �� ������ ������ ��
 ������������& '� !�� ���� ������� �� ������� �#��� ��$
�������������� �� *������ �������� ������������ �!���� �� !��!�� �������� ��� ����������� ��
����������� �� ������# �������� �#���������& '� �!���� ���� �� �������� ��� ����������� ���$
����� ����� �� ��	�� ��!������ ������� ������������ � ������� ���������/ �!� ������ ������� ��
���!��� �!�� �!� ��� �� �!� ���	��� ���)���� ������������ ���� ������ �!�� ��������� ���������
���������& 8��	��� ���	 ��� ���� �������� ������ ��� ������� ��� ����� �!� 
�? 8����� �������
����������	�����������������������	�&

��� ���	

���
� �
��
��
�	�
��

+!� ��������� ������� �� �!� ��
 �������! �� �!� �������!��� �������������� �� �!� ����������
���� �!����� �!� ��-���� ������ �� �!� ��������� ������� �� ������� �� ������� �� � -����
������( �!�� ������� �!� ��������� ����������� ���������& '� �� ��������� �� ���������� �!�
���� �������� �� ����� ������ � ������ �����)�� �������� ������ k = 0 �!�� ����� ������� ��
��-���� ������ �� ��E����� ������ ������/ �!�� �� ����������� ����� �� �� 	���� �!�� �� �!� "����
������� �#��������� �� ���! ������ ����� ���������� �������& '� �� �!�� ���������� �� ������� �
�������������� �!��! ��)���� �!� ���� ���� � ��� �� ��E����� ������ ������( �� �!�� ������ �!�
������$����� ���������� M � 	���� �������� �� N'0� M �� ��!��)�� �#��������& O����� ���� ����!��
���������)� �!� �������!��� ���! ��)�� � ���� �������� �� �!� ������ ���� �!� ����� ������ �!��!
���� �� ��������� ���� �� �!� "���� �������& G�����>� �������!��� �������������� �������� �� �!�
��������� �����/�� 	

�& +!� ���������� ���� �� ��)���� ���� ������ �� �#����������� ���������� ����! ��� �#�����
���� �����)��� I−m = [−Λ−m,−Λ−(m+1)]D ��� !���� ��� I+

m = [Λ−(m+1), Λ−m]D ��� ���������
���! m ≥ 0 ��� ���& �& Λ > 1 �� ������ �!� ������	
��� ������	�
�	��� ������	�� ����������

����� �� ;��
 ���������<�& %� ����� ����� �� Λ = 3 !�� ���� ��������!�� ��� ��������
����������� �� �!����������� ���������� �� �!�� �������������� ��!���&�� ��

:& 4��! �����)�� �� �������$����������� �&�& �� ��������� � �������� ��� �� ��)� ��������� ψ±
ml
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������ �&:/ L������� G�����>� ��)����� �� �!� ���������� ���� ���� ���� �� ������������� ����������
����!& 4��! �!��	 ������� ���� ����������� �� � ����� �!��! ���������� �!� ������ �����)�� ��
���������� ���� ������ ��������� �� � ���� �� ���!�� �����&
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������ �&K/ O������ �������������� �� �!� �������!��� �������������� �� ������� �������� ����$
����& 
� 9���������� ������� ��� �������� ��������)��� �� ��)�$��������� ψ±

ml& �� L����$�!���
�������������� �� G������ �������� ������ �!� ��������& �� *������ �� G����� �!��� *����������&

������ ���! �����)��/

ψ+
ml(ε) =

√
ωm

2π
exp(iωmlε), ��� ε ∈ I+

m, ��&��

�!��� ωm �� �!� ����������� ������� ��������� �� �!� m�! �����)�� ωm = 2πΛm/(1−Λ−1) 
��� l ≥ 0& ��������� ψ−

ml ��� ��-��� ��������� ��� ε ∈ I−m& +!� -��� ��)� �������� �l = 0�
�� ���! �����)�� �� � ��������& L��� ���! ;�)����� ������< ψ±

m0 ������ �� �!� �������� �!���
��!�� ������� ���������� ��� ��������� ���� ���� �� ���& �&K�& G� �!������� ������ ����
ψ±

m0 ��� ���� �!� ��������� ������ ���� �������������& +!�� �� ������� �� �����#������� 
����� �!� ������ ψ±

ml ������ �� ψ±
m0& '� ��� �!��� �!�� �!�� �������� ���� �� ���� �� Λ → 1

��&�& �� �!� ��������� ������ ��� �!�� �)�� ��� ���������� ����� Λ = 2 �� �� Λ = 3 �!�
�����#������� �� ����&� 8!�������� �� ��� ���������� �!��� ���������� ���� ������ �!��
��� ��������� ��� ���� ���� �!� �������� �� �!� ���� ����� ��� �� �!� ���� ���� ��� ����
���� �!� ����� ������� �� �!� ���������� �����&�� �
 +!��� �� �� � ������ �����-������ ��� �!��
�����#�������( �� �!� ����� �� G�����/ ;+!� ���� ���� �����-������ ��� ����� �!� �������!���
��)����� �� �!�� � ���������� ����������� �������&<

K& ?������ �������������� �� � ����������� ����� �� ��������� ����� �!� ������� �������!�&
+!� ������� ����� �� �!� G������ ������� ����� �!� �������� ����( �!�� �� �!� ������� �� �!��!
�!� �������� �� ������� �� �!� �������� "���� �������& ������� ������ ���������� ��
�������� ��������� f †

0  f †
1 ��� !�)� � ������ �#���� �� Λ1/2/kF  Λ3/2/kF  . . . ����� �!�

��������/�� �� �!�� ���� ;����� �!����< ������ �!� �������� ���& �&K�& +!� ���������� ����
*���������� ��������� �� �!�� ����� ��	�� �!� ���� �� � ���$����������� ���!�$������� �����
���! ����������� �������� �����!�� �� ��� ��� ���& �&K�& +!�� ���!�$������� *���������� ��
����� �!� 
������ �����	����� �� �!� ������ �
���& +!� ������� �� �!����� ������� �� ��
�E����)� ��� ����������� �������& '� �!� Λ → 1 ����� � ��������� ����� �� ����)����& '�
��� �� ����� �!�� �!� ���$������ ��)��� ��� ����� Λ ��� �����#������� ����������� ��� �� �!�
-��� �!���� ��-��� �� � -����$���� ������� �!��� ��� �������� Λ �!� �������� ��� ������
�#����������� �������� ���! �!� �!��� ��)�� ���& �&J&

J& +!� ����� *���������� �� ��-��� �� �� ��-������ ���� �!��� ���! �#����������� ����������
�������� ���������/

H = Himp + HC + Hchain

Hchain =
∞∑

n=0

∑
µα

ξnΛ−n/2
(
f †

n,µαfn+1,µα + *&�
)
,

��&:�
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������ �&J/ 8�����)� ���$�������� ������������� �� �!� G����� �!��� *���������� ���! �)�� ������
�� ����� �� � �������� �� �!� �������������� �������� Λ&

�!��� Himp �� �!� �������� *���������� HC �� �!� �������� *���������� ��� Hchain �� �!�
G����� �!��� *����������& '� �!� �������� G�����>� ��!��� ξn ��� ���������� �������

ξn =
1 − Λ−(n+1)[

(1 − Λ−(2n+1))(1 − Λ−(2n+3))
]1/2

, ��&K�

�!��! ������� ���� �� �& +!� �������� *���������� HC ���� �� ��������� �� ����� ��
�!� G����� �!��� ���������& '� �!� �������� ���� �� �!� ������$�������� ���$�!����� "����
������� �� �� ����� ��

HC = JS ·
∑
µ,µ′

f †
0,µ

(
1
2
σµµ′

)
f0,µ′ , ��&J�

�!��� S �� �!� �������� ���� ��������& '� ��� ����� �!�� �� ������� �!� ��������� �������
�� -���� Λ �� �!� Λ → 1 ����� �� �� ��������� �� ������� �!� �������� �������� Γ �%�������$
�����$��	� ��������� �� J �"����$�����$��	� ��������� �� ����������� �� �� � ����������
������	� ��

AΛ =
1
2

1 + Λ−1

1 − Λ−1
ln Λ. ��&I�

+!�� ���������� ��� �� ������� �� ;��
 ���������< �� ������� �!� ������ ������� �� ����&
G!��� AΛ �� ��������� ����� �A2 ≈ 1.04 A3 ≈ 1.1 A4 ≈ 1.16 � �� ���� �� �������� �!�� Γ ��
J ����� �!� �#��������� �������� �� �!� �#�������� ��� �!� "���� ����������� �!������� AΛ

!�� � �����-���� �E���&

L�� �!���� 	��� �� ���� �!�� ��� Λ �= 1 �!� *���������� �������� ���� �!� �������������� ��
���� �� �����#������� �� �!� �������� �������� ����� ��� �!�� �������� ����	��� ��
 �� ��� ��
�#��� ���!��& ��)���!����� �� ��������� ������� ���! 	���� ���������� �������� �B��!� %������ 
� �����	���� ��������� �� �����& +!� ��������� ��)������ �� ��
 �� ��� ������������� �� ����
������# �������� �!��� ���������� �������!�� ����&
'����)�� �������������� ��!���� ��� �!� ��������)�� ���!�� ����� 	���� �� �!� ;�$����	<�	�� ��� ��

��� �� �������! ����� �� �� �)��$�������� ����� �� ������(��� �� �!� ������ ��� ����� �� ��)�
�#������� ������� ��� ��� ���� �� ���� �� �!� ������������ ��������� �� �!�� ���	& %�� �!���
�������!�� ��� ����������� �� ;��
 ���������</ �!� ������������� ���-�������� ������� ���
����������� ������������ ��� ���������� �&�& �!�� ��� ����� ����� �!� -��� ���!��� �� �!�
����������� �!��� �!�� ���� ����������& '� �!� ��������)�� ���!�� �������������� �!� -���
������)�$��������� �����)�� �� 1 > ε > Λ−z �!� ��!��� ��� Λ1−z−m > ε > Λ−z−m �m = 1, 2, · · · � 
��� ���& �&:( ��� z = 1 �!�� ������� �� �!� �������� ��������������& G� �!�� �)����� �)�� �!�
������� ������� ��������� z � �� ;��
 ���������<� �� �!� �����)�� 0 < z ≤ 1 �� ����)� �!�
������������ �� �!����������� ��� ������� ���������� �!��! ������ ���������� ��� ����������
)���� �� ��������� Λ&�� '� �������� �� �)����� �)�� � ����� ������ �� )����� �� z ������� ��)��
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������ �&P/ 1��������� �� �������� �������������� ��� ������� �� �!� ������$�������� %�������
����� ���������� ����� ��� ��E����� �������������� ����� ��� ��� ��E����� )����� �� �!� ����������$
���� ��������� Λ& +!� ������ ������� ���� ����$��������� �� �)������� �)�� z ��!� z$����	� ���
�)��$��� �E���� ���� ����)�� �� �)������� �)�� ��� ���������)� ��
 ��������� �����&

)��� ������������ �������& ?���� �!� z$����	 �!� �������������� ��������� Λ ��� �� ��������� ��
����� )�����& '� ���& �&P �� ���������� �!� ����� ���)������� �� �!� Λ → 1 ����� �� �!� ���� �� ���!
�����)�� ���!���& '� �!� ���� �� F��!��� �������������� �!� ���������� ������ AΛ ��� ���� �!���
�� ���! ���������� �� ��������� �� �!� ���� �� 1���� ��������������&

O������ �!� ������� ��������� z ��� ���� �� ���� �� ������ ��������� �������� �� �!� ������� ��
��������� �����)���� ������� �������� ��� ��E����� )����� �� z& +!�� �� ������������ ���������
�� �!� -����$���� �������� ������ �� �!� ������ �� ��������/ �!� z$����	 ������ ������ �� ���� ��
�)����� �!� ������� �� � ���������� ������& ��� ����� Λ �!� ������� ��� ��E����� z ��� ��E��
������������� �)�� �!���! �!� z$�)������ ���������� ����! �� �������� ���������� ��� �� �#�������
�����#������� �� �!� Λ → 1 �������&
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+!��� �� �� ���� � ������ ������ ��� �!������ �!� )���� �� Λ �!� ������ �� )����� �� z ��� �!�
������ �� ������ �������� �� �!� ��
 ���������( �!�� ������� �� �!� ������ �� ���������� ��&�&
�!� ����������� �!� )����� �� ����� ���������� ��� �!� ���������� ��������& ��� ���! ��� �����
�� �������� � ���)������� ����� �!���� �� ���������&

+!� ������� �� ������ �9L3� �� �!� ���������� ���� �� ������� ��	�� �� �� ����������� �� ������ 
�&�& ρ = const �!��! �� ���� 	���� �� �!� ,��$���� �����#�������& +!�� �!���� �� ������������
���)������ �� �� ����� �� �������� ���������� ��� ���� ������������ ��� �� ��������� �� ������
����&�	 '� �������� �
 ��������� �� �!� ������� !�� �!��� �!�� ���)���� �!�� ��� �!� ������
������ �� �!� ������� ��� ���! ������� �!�� �!� ��������! �!� ���� �� �!� 9L3 �� ����� ����$
���� �� ������)��� �� �!� �
 �����&� ��)���!����� ��
 ������������ ��� �� ����� ��� �� ���������
9L3 �� �!� ���������� ���������&��� ��� ��� ��� �� ;��
 ���������< !�� �����$�� ������� ��� ,�� �����
������!���� ��� ��� ���!�$������� ����� ���! ������ ���������� ������������� �!��� �!� !������$
������ �������� �� Γ(ε) ∝ √

1 − (ε/D)2& +!��� �� ���� � ���� ��� ��������� 9L3R!������������ ��
�� ��-��� �� �!� ���� ��������!�� �!��! �� �������� �� ��
 �� ���� �� �!� �������� ���)�� ��
90�+&

��� ������

�� 	�� �	�
� �����
���
��

+!� �.������ �� ��
 ������������ ��� �� �����-������ �����)�� �� �!� ���������� �� �!� �������
��� ��	�� ���� �������������& '� �������� �� �!� ����������� �������� �!� �������������� ��
���������� �� ��������� �� ���� ����������� ������/ �� �!� ������)����� ���� ��� ��� �����$�� 
��������� �����$�E ������ ���� �� ������ ���������� �������� ����	��� �!��! �� ����)��� ���
���� �� ��������� �������& 1��������� ���������� ����! �� SU(2)spin SU(2)isospin U(1)charge� ���
�� ��	�� ���� ������� �� ������������ �!� ����� ������ ����� �!� ��� ����� �������������� �!����
��&�& 1�����!$
����� ���.������ ��� �!� G�����$4�	��� �!������&	 9������� ���������� ����!
�� ������ �� ��������$!��� Z2 ����������� ��� �� ��	�� ���� ������� �� ���������� ����� ������ ��
��)������ ��������� ���! ���� ��-��� Z2 ������� ������ ����� �������� ���������� ���������& B�
��	��� �#�������� ���� ������� �!� ���� �������� �� �!� ������� �� ��� ��	� � �������� �����������
������� ���!�� �!� ����! �� ������ ���������& ��� �#����� �!��� ��� �� ���� ��� �� ��� ������
��.���� �� ������ ����!��� ��� �!� ��
 �����)���� ,��� ��� �!� ���$�!����� �������� �� ��
�� ��� �������� �� ������� ������������ �� �!����������� ��� �)�� ������� ���������� �� �����$
�������� ���$�!����� ��������&�	 '� �!� ������� �������������� �� ;��
 ���������< �!� ���������
�������� ����� ��� ���������/

• U(1)charge × U(1)spin �&�& ���� ������� ������� ��� �!���� Q ��� ���� ���������� Sz

��������� ���� "#$ �� ;��
 ���������<� M �������� ��� ������� ������� �������� ������
�� �!� �������� �� �!� �������� -���(

• U(1)charge ×U(1)spin ×Z2 �&�& ���� ������� ������� ��� �!���� Q ���� ���������� Sz ���
������ P ��������� ���� "#$
% �� ;��
 ���������<� M �������� ��� ������ ���! ��,������
��������(

• U(1)charge×SU(2)spin �&�& ���� ������� ������� ��� �!���� Q ��� ����� ���� S ���������
���� &%'� M �������� ��� ������� N'0� �� �!� ������� �� �!� �������� -���(

• U(1)charge×SU(2)spin×Z2 �&�& ���� ������� ������� ��� �!���� Q ����� ���� S ��� ������
P ��������� ���� "#
%�(

• SU(2)iso × SU(2)spin �&�& ���� ������� ������� ��� ����� ������� I ��� ����� ���� S ����$
����� ���� (#)� M �������� ��� N'0� �� �!� ��������$!��� ��������� �����(

• SU(2)iso × SU(2)spin × Z2 �&�& ���� ������� ������� ��� ����� ������� I ����� ���� S ���
������ P ��������� ���� (#)
%�&
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(q, s) 3����� (k)

(−1, 0) 1
(0, 1

2 ) a†
↑

(1, 0) a†
↓a

†
↑

��� ��
 �����
�

(q, s) 3����� (k)

(−2, 0) �
(−1, 1

2 ) b†↑ a†
↑

(0, 0) b†↓b
†
↑ 1√

2

(
a†
↓b

†
↑ − a†

↑b
†
↓
)

 a†
↓a

†
↑

(0, 1) b†↑a
†
↑

(1, 1
2 ) a†

↑b
†
↓b

†
↑ b†↑a

†
↓a

†
↑

(2, 0) a†
↑a

†
↓b

†
↑b

†
↓

��� ��� �����
��

+���� �&�/ B���� ������ ��� ���������� ����� ��� �N 3� ����� ����������� �� �!� ������������� ��������
�������� ��������� �!�� ���� �� �� ������� �� �!� ����� )����� �����& B��� �����$���� q ��� s
��� �!� ������� ������� �� �!���� ��� ���� �� �!� ����� ������� �!��� k ����#�� ��E����� ������
���! �!� ���� (q, s)&

��� ���! �������� ���� �!� ����� ��� ���.������ ��� )������ ��
 ��������������� ��� ����)��
������������ ����� � 0��!������� ������� �!�� ���� �!� ���	 �������& '� �!� ��������� �� ����
�������� �!� (Q, S) ��� (I, S) �����( ��!�� �������� ����� ��� ������������ �������&

����� 	
��
���
�
� 
� (Q, S) ����� � �����
�� 
��� ���

%� �!� )��� ����� ��� �!�������� ����)��� ������ ��� �!����$������)���& '� �!� ������� �� �!�
�������� -��� �!� �������� ��� ���� ������������ ��)������ �� �!� ���� �����( �!� ����� ���� S ���
�!� ��������� Sz ��� �!�� ���� ������)��& '� �������� �!� ��������� Sz ��� �� ���������� ����
�!� ������� �� �!� ��� �� �!� G�����$4�	��� �!�����& '� ������� �!�� �� ��� �������� ������ ��
��������� ��������� �� ������� ������� Q ��� S&
G� -��� �������� �!� ���� �� � ������ ���������� �!�����& ��� ���)��� �� ������ �� a†

µ �!� ��������
�������� ��� �� �������� �� ���� µ �� �!� ���� �� �!� G����� �!��� �!�� �� ����� �� �!� (N + 1)�!
��
 ��������� �&�& a†

µ = f †
N+1,µ& +!� ���	 ����� ��� �!� ��� ���� �� �������� �� ���� ������&

9�� �� ���������� ��)������� ������ ���� ����$����������& % ������ ����� ���� ���! ���! ���������
����� �� �� �������� �� ��� ��!�� ������� �� �!� ��������� ��� �� ��	�� ���� ������� ����� �!�
G�����$4�	��� �!�����( �� ���)������ �� ���! ��������� ���! ���� S �� ������ �!� ����� ���! �!�
!��!��� ���������� Sz = S& +!� ���� ����� ������ ��� �!� ���������� ���� ��� �!�� ����������� ��
�!� �!��� ������ ��)�� �� +���� �&��& '� ���$�!����� �!����� �������� ��� ����� ��� ����� �� �!�
G����� �!��� �� ���! ��������� ��� ���� ���! ���������� ����& +!� �������� ��������� ��� �!�
������ ���� ��� ������� �� b†µ = f †

N+1,µ,2& +!� �P ������ �!�� ���� �!� ���	 ����� �� �!� ���
����� ����� ����� ��� ����������� �� �!� �6 ������ ��)�� �� +���� �&��&
G� ���� ���� � ������������ ��� ���������� � ����� ���! ���� ��-��� Q ��� S ��� (N +1)$���� G�����
�!��� ��)�� �!� ����������� �� �!� N $���� G����� �!��� ���� �!� ���)���� ���������& +!�� �� ������
���������!�� ����� �!� ������� �������� ������� �1�����!$
����� ���.�������&�� 	 ��� Fi(QS)
������ �!� �������� Q̃S̃ �� ����� N ���� �� ��������� ������ |QSSzri〉N+1 ���! ���� ��-��� Q, S, Sz

�� ����� N + 1( ����# i ������� �!� �������� ���� �� ������ �!� ������� ������� �����!�� �i =
1, . . . , 4 ��� ���$�!����� ���� i = 1, . . . , 16 ��� ���$�!����� ������ �!��� r ������� �!� ���������)�
����������� �� �!� �������� Q̃S̃ �� ���� N & ��� ���)������� �� ���� ��-�� fµ

i (Sz) = S̃z = Sz − µ 
�!� ���� ���������� S̃z ��� µ$���� �� �!� �#�������� ��� gµ

i (SSz) = S̃S̃z& G��! �!�� �!���$!���
�������� ��������!�� �� ��� ���� �� ����� �!� ������������ ��

|QSSzri〉N+1 =
S(i)∑

µ=−S(i)

〈〈〈
gµ

i (SSz);;;S(i), µ|||SSz

〉〉〉 |Fi(QS)fµ
i (Sz)r〉N ⊗ |i, µ〉, ��&P�
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i Q̃ S̃ (q, s,k)

� Q + 1 S (−1, 0, 1)
: Q S − 1

2 (0, 1
2 , 1)

K Q S + 1
2 (0, 1

2 , 1)
J Q − 1 S (1, 0, 1)

��� ��
 �����
�

i Q̃ S̃ (q, s,k)

� Q + 2 S (−2, 0, 1)
: Q + 1 S − 1

2 (−1, 1
2 , 1)

K Q + 1 S + 1
2 (−1, 1

2 , 1)
J Q + 1 S − 1

2 (−1, 1
2 , 2)

I Q + 1 S + 1
2 (−1, 1

2 , 2)
P Q S (0, 0, 1)
H Q S (0, 0, 2)
Q Q S (0, 0, 3)
5 Q S − 1 (0, 1, 1)
�6 Q S (0, 1, 1)
�� Q S + 1 (0, 1, 1)
�: Q − 1 S − 1

2 (1, 1
2 , 1)

�K Q − 1 S + 1
2 (1, 1

2 , 1)
�J Q − 1 S − 1

2 (1, 1
2 , 2)

�I Q − 1 S + 1
2 (1, 1

2 , 2)
�P Q − 2 S (2, 0, 1)

��� ��� �����
��

+���� �&:/ 3�������� Fi(QS) = (Q̃, S̃) ��� ����� ������ ��� �!� ���������� ���� ���� �� ���������
i�! ����������� �� ����� ������ ��� �!� ��� ��������� ��� �N 3� �����

�!���
〈〈〈
S1m1;;;S2m2|||Sm

〉〉〉
������� �!� 1�����!$
����� ���.����� ��� ������� ����� S1 ��� S2 ����

���� S |〉N+1 ��� |〉N ������ ������ ��� (N + 1)$���� ��� N $���� G����� �!��� |i, µ〉 ��� �!� ������
�� �!� ����� ������� ��������� �� +���� �&� ��� S(i) = s �!� ����� ���� ������� ������ �� �!�
|iµ〉 �����&
+!� ����� ��� ������� �!� ��� ��������� ��� ��)�� �� +���� �&:& '� ;��
 ���������< �!��� ������
��� �� ����� �� -��� ���!�*��+(����� ��� ���!�,��+(����� �� ��������� �� ���!�-+(�����& %�
�� �#����� i = 2 ��� i = 3 �� �!� ���$�!����� ���� ���������� �� ��� ��E����� ���� �� ���������
����� ���� S �� ������ � ����$ 1

2 ������ ���!�� ���� S̃ = S − 1
2 �� ���� S̃ = S + 1

2 & +!� ����)���
�������� ��� �����.��������� ��	.��/�.���������.���� ��� ��	.��/������0& '� �!���� ��
����� �� ������� �!�� � ������� ��� � ������� ��)�� ������ ���� � ������� ����� ��!�� ����� �� �
)�������� �� �!� �������� �����������& +!�� ���� �� ��	�� ���� ������� �!�� ������������ �����
i = 10 �� �!� ���$�!����� ����( S = 0 �� �!�� ��������� ����! �!��	� ��� ��������� �� �������
��������������.��������&

����� 	
��
���
�
� 
� (I, S) ����� � �����
�� 
��� ��	

G!�� �!� U(1)charge ������)����� �� �!���� �������� ��� �� �#������ �� �!� ���� SU(2)iso �������
�������� �� ���������� ������������ ������ ��� �� �!� �!��� ������ �� �!� ��-������ �� �!� �������
���� ��������� �� �!� ������ �������� ��!��! ����������� �� �!� ����!������� ���������& +!�
����	��� �� �������� ��� ����!������� ��������� ���� �� �#������� ����� �!� ����������� �����#
��������

〈I ′I ′zS′S′
zr

′|f †
i,µ|IIzSSzr〉 =

〈〈〈
IIz;;; 12

1
2 |||I ′I ′z

〉〉〉〈〈〈
SSz;;;12µ|||S′S′

z

〉〉〉〈I ′S′r′‖fi‖ISr〉 ��&H�

���

〈I ′I ′zS′S′
zr

′|fi,µ|IIzSSzr〉 = (−1)i(−2µ)
〈〈〈
IIz;;;12 ,− 1

2|||I ′I ′z
〉〉〉〈〈〈

SSz;;; 12 ,−µ|||S′S′
z

〉〉〉〈I ′S′r′‖fi‖ISr〉. ��&Q�

*��� i �� �!� ���� ����# �!��! ��	�� �)�� �� ��� )����� �� �!� ���������� ��������� �������& %�
�!� ������� �� ������� �� �� ���� ��� ������� ��������� ����!�� Sz ��� Iz ���� ��� ���� �� �!�
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(i, s) 3����� (k)

(1
2 , 0) a†

↓a
†
↑

(0, 1
2 ) a†

↑

��� ��
 �����
�

(i, s) 3����� (k)

(1, 0) a†
↓a

†
↑b

†
↓b

†
↑

(1
2 , 1

2 ) a†
↑b

†
↓b

†
↑ a†

↓a
†
↑b

†
↑

(0, 1) −a†
↑b

†
↑

(0, 0) − 1√
2

(
a†
↓a

†
↑ + b†↓b

†
↑
)

 1√
2

(
a†
↓b

†
↑ − a†

↑b
†
↓
)

��� ��� �����
��

+���� �&K/ B���� ������ ��� ���������� ���� �� �!� �������$���� (I, S) �����& B��� �����$���� i ��� s
��� �!� ������� ������� �� �!���� ��� ���� �� �!� ����� ������� �!��� k ����#�� ��E����� ������
���! �!� ���� (i, s)&

��������������� �� HN+1& +!� ����� ������ ��� �!� ����� ���� �� �!� G����� �!��� ��� ��)�� ��
+���� �&K&
+!� ��)������ ��������� ��� ����������� �� ������� �� �!� ���� �� (Q, S) ����� �� ���)���� ������$
����& %���� Fi(IS) ������� �!� �������� ĨS̃ �� ����� N ���� �� ��������� ������ |IIzSSzri〉N+1

�� ����� N + 1& G� ���� ��-�� fα
i (Iz) = Ĩz = Iz − α fµ

i (Sz) = S̃z = Sz − µ gα
i (IIz) = Ĩ Ĩz

��� gµ
i (SSz) = S̃S̃z& +!� ��� ����� �� �!�� ������ ����� � ������ ����������� �� �!� �������

�������� �������� �����/

|IIzSSzi〉N+1 =
I(i)∑

α=−I(i)

S(i)∑
µ=−S(i)

〈〈〈
gα

i (IIz);;;I(i), α|||IIz

〉〉〉〈〈〈
gµ

i (SSz);;;S(i), µ|||SSz

〉〉〉
× |Fi(IS)fα

i (Iz)f
µ
i (Sz)r〉N ⊗ |i, µ, α〉.

��&5�

I(i) ��� S(i) ���������� �� i ��� s ������� ������� �� ������ |i, µ, α〉& +!� ����� ��� ������� �!�
������ ��� ���������� �� +���� �&J&
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i Ĩ S̃ (i, s,k)

� I − 1
2 S (1

2 , 0, 1)
: I + 1

2 S (1
2 , 0, 1)

K I S − 1
2 (0, 1

2 , 1)
J I S + 1

2 (0, 1
2 , 1)

��� ��
 �����
�

i Ĩ S̃ (i, s,k)

� I − 1 S (1, 0, 1)
: I S (1, 0, 1)
K I + 1 S (1, 0, 1)
J I − 1

2 S − 1
2 (1

2 , 1
2 , 1)

I I + 1
2 S − 1

2 (1
2 , 1

2 , 1)
P I − 1

2 S + 1
2 (1

2 , 1
2 , 1)

H I + 1
2 S + 1

2 (1
2 , 1

2 , 1)
Q I − 1

2 S − 1
2 (1

2 , 1
2 , 2)

5 I + 1
2 S − 1

2 (1
2 , 1

2 , 2)
�6 I − 1

2 S + 1
2 (1

2 , 1
2 , 2)

�� I + 1
2 S + 1

2 (1
2 , 1

2 , 2)
�: I S − 1 (0, 1, 1)
�K I S (0, 1, 1)
�J I S + 1 (0, 1, 1)
�I I S (0, 0, 1)
�P I S (0, 0, 2)

��� ��� �����
��

+���� �&J/ 3�������� Fi(IS) = (Ĩ , S̃) ��� ����� ������ ��� �!� ���������� ���� ���� �� ��������� i�!
����������� �� ����� ������ ��� �!� ��� ��������� �� �!� (I, S) �����

��� �� �
	����
�	�
�� 	�� 
��
	�
�� �
	���	�
�	�
��

'� �!�� ������� �� �������� !�� �!� !������ *���������� �� �������� ���)��& G� ��-�� � ������ ��
-����$���� *����������� �� �!� ����

HN = ΛN/2

[
Himp + HC +

N∑
n=0

∑
µ,α

Λ−n/2ξn

(
f †

n,µ,αfn+1,µ,α + *&�
)]

, ��&�6�

�� �!�� �!� ���� *���������� �� ��)�� �� �!� �����

H = lim
N→∞

(
Λ−N/2HN

)
. ��&���

+!� ������ ΛN/2 �� �!� ��-������ �� HN �������� �!� ������ ����� �� �!�� �!� �������� �������������
�#�������� ������ �� HN ������� �� ����� O(1)& '� ���� ����� �!�� �� ����������� �� �!� ���������
�� �!� -���� �� �!� �������� ����� ��������������� �� ��������� �� �!� ���� ������ ��� ���� �� �!�
����	$���� ���������������& +!� ��
 ��������� �� �!�� ��-��� �� �!� ��������� ��������

HN+1 = R {HN} =
√

ΛHN +
∑
µ,α

ξN

(
f †

n,µ,αfn+1,µ,α + *&�
)
. ��&�:�

+!� �������� ��� �������� ��
√

Λ ��� ��� ��� ���� ����$�!����� ��������� �� ��� ��� ����� ����$
�!����� ��������� ���� �!� G����� �!��� ��� �����!�� �� �!� ������ ��� ���& �&H& +!�� ���������
�������� �� �!� ����������� ������ �� �!� ��
&�� 	 9�� �� �)��$��� �E���� �!� �
 ��������������
�� �������� ��-��� �� ��� ���������)� ��
 ����������/

HN+2 = R2 {HN} , ��&�K�

�� �!�� �!� ��������������� ,�� �� �!� ��
 �� ����������� �� �!� �������� �� *�����������

. . . → HN−2 → HN → HN+2 → . . . ��&�J�
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Impurity
region

t0 t1 t2 t3

0 1 2 3
J,�

Iteration 0
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������ �&H/ *������ *����������� ��� �!� ��������)� ���������� �� �!� ��
 ���������/ ��� ����
���� ���! �!����� �� ����� ������ ���! �
 ����& %� ��� �� �!� ��
 ��������� �� ���������� �!�
�������� ������ �� � ����	 ��#/ ��� �!�� �� �������� ��� �!� ����������� �� �!� ��� �� �!� ��������
��� �!� �������� *����������� Himp + HC ��� �!� ����������� �����# �������� �� �!� ��������
��������� ��� �� �������� �� �!� -��� �����#�� �� 6� ���� �� �!� !������ *���������� �������� ��
�!� ����������&

% ������ ��� �� ������ �!�� R �� ������ ������ �� �� �
 �������������� �� �!�� ������ �� ���������
���� �!� ������ ��)��� ��� �������� ��

√
Λ �!������� R ������ !�)� � -#�� ����� ����� ���

��������)� �������� �� �!� ����������� ����������$���� *���������� ��� ��������� �� � ������ ��
Λ&�� R2 !���)�� ���� !�)� -#�� ������&� '� �� ���� ����� �!�� �!� -#�� ����� ��� �)�� ��� ���
N ��� ��������� ��E�����&�� �� +!� ������ �� ��
 ����� ��������� �� ��� �� ��������� &��0&

'� �!���� �� ����� �� ������� �!�� �!� ���� ;�����< �� ��������������� ����� �� �������� ����$
���������( �� ���� �� �� �� ���� � ;����$�����<& +!��� �� ������ �� ��)���� ��������������& +!��
�� ������� �� �!� ���� �!�� ����������� �� ;����< ����������� ���� ���!�� �� ����� ������ ��������
�����$����� �
� �� �� ���������� ���
�& %� ��)���� ��
 ��������� �� �!������� ����������&��

+!� *���������� HN ��������� �!� �!����� �� �!� ������ ������������� �����

TN ∝ D

kB
Λ−N/2/β̄ ��&�I�

�� ����)������� �� �!� �����! �����

LN ∝ β̄ΛN/2/kF . ��&�P�

*��� β̄ �� � ��������� �� ����� O(1)( �!� ������������� ������� �� ;��
 ���������< �� betabar&
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+!� �#��� ��-������ �� TN ������� �� �!� �������������� ��!���/

TN =
D

kB

1
2
(1 + Λ−1)Λ−(N−1)/2/β̄, ��� �����������,

TN =
D

kB

1
2
(1 + Λ−1)Λ−(N−z)/2/β̄, ��� ������������,

TN =
D

kB

1 − Λ−1

ln Λ
Λ−(N−z)/2/β̄, ��� ����������.

��&�H�

���� 4��& ��&�I� ��� ��&�P� �� ������� �!�� ��
 ��������� ����������� �� L → ∞ ��� T → 0 ��
�!� ���� ���� ��� �� � ��� �!�� �!� ���� �� �!� ������ �� -���� �� ��� �����& ���� �!�� �� �������
�!�� ��
 ��)�� ���	����
� �������& '� �!���� �� 	��� �� ���� �!�� �!� ������ ����� ����������
�� � -����$���� �������� �� �������� �� ��	��� �!� ����� T → 0 -��� �!�� L → ∞& B� ��	���
-��� L → ∞ ��� �!�� T → 0 � ��E����� 
3 ���������� ��� �� ��������& +!� ��� ������ �� ���
���������� �
S L�� �!���� �� ����� �� �!�� �!�� ��������� ���! ������� �������� �� ����� ��
�������$-���$�!��������� ���!��� �� �!� L → ∞ �����&

L�� ���!� �#���� �!�� ��� �� �!� �#��������� �������� �� !������ ���������� �� ���!� �� ��������
�� ����� �!� ��������)� ����� �� �!� G����� �!��� �� ������������ �!����& +!�� �� ��� �!� ����/�

�!�� ������ �!� (N + 1)�� ������� �� � �!��� �� N ����� �!� �������� �� ����� Λ−N/2 �� � ������
������������ ��� �!� ������ ����������� �� �!� N $���� �!��� �!��! ��� ���� �� �!� ������ ����� ��
Λ−N/2& G� �!�� ��� � ��� ���� �� ���������� �� �#��� ��������������� �� � �����# HN+1&

L�� ��
 ��������� ��&�:� �������� �� ����� �!� ������ ���� ���)���� ���� �� ��������� �!� *������$
���� HN+1 ���	.��/������0 �������� �!�� ������������� �� ����������� ����	����� � ��������&
+!� ���� ����������� ����� �!� ������ �� ���� N �� ��������� �� �!� ����������� �� HN ��� ��
�!� ����������� �����# �������� 〈‖fN‖〉 ������ (���(�!��( �!�� �� ������� � ���! ���� ��������
����������� �������� �� � ����� ��� �� �������� ���������� ���� �� �!� ���)�������� �
 ���������
�������!& +!� *���������� �� ������� �� �!� ������ ������� ����� |QSri〉N+1 ∼ |QSr〉⊗ i T!��� ��
�������� �!� ���� �� �N 3� ����� ��� 3��& �&K ��� ��!�� �����U �!������� �!� *���������� �����# ��	��
�!� ���� �� � ����	$�����#/ �������� ����	� ��� �������� �������� �!� �������� �������� ����� �!�
�������� �����)����� �� �!� ������ |QSr〉 ���� �!� ���)���� ���������( �!� ���$��$�������� ����	� ���
����������� ���� �!� ����������� �����# �������� 〈QSr||f ||Q′S′r′〉 ����!��� �� ���.������ �!��
��� �� ����)�� ���� �!� ������������� 1�����!$
����� ���.������ ���� ������� ��	.��/������0�&
+!��� ���.������ ��� ��)�� �� +���� �&I ��� �!� ���� �� �N 3� ����� ���� ���� ���& :�& '� ;��

���������< �!��� ���.������ ��� �� ����� �� ���!�*��+�!!���	���� ��� ���!�,��+�!!���	����

�� ��������� �� ���!�-+�!!���	����&

G� �!�� ����������� �!� *���������� �� ���! ��)������ ������ ���������� �� ������ �!� �����������

|QSω〉 =
∑
ri

UQS(ω, ri)|QSri〉, ��&�Q�

�!��� UQS �� �!� ������� �����# �!��! ������ ���! *���������� �����# �� ��� �������� ����& B�����
���������� �� �!� ��#� ��
 ��������� �!� ����������� �����# �������� �� �!� ����� ����� ������� 
〈QSi‖f †

N+1,µα‖Q′S′i′〉 ���� �� �� ���������� ���� �!� ����������� �����# �������� 〈QSi‖f †
N,µα‖Q′S′i′〉

���� �!� ���)���� ���������& +!� ���.������ ��� ��)�� �� ������ �&P ��� �&H ��� ��� �� ����� �� -���
���!�*��+����������� ���!�*��+������������� ���!�,��+����������� ���!�,��+�������������
���!�,��+����������� ���!�,��+������������� �� ��������� �� ���!�*��+-����( �!� �����$
�������� �������� �� ;��
 ���������< ��� ������.! ��� ������.�������&

3���� �!� ����� ������ �� ������ �� �� �#��������� �������� �� �!� ��������� ������ N �∝ 4N ��
�!� ���$�!����� ���� ��� ∝ 16N �� �!� ���$�!����� ����� G����� �������� �� ������ 	�����	�

�!� ������ �� ������ �� ���� ���������� ���� �� �!� ����� �� �666 ����� ���! ��
 ���������& +!�
���� �� �!�� ����� �!� �������� ������� ���������)� ����� �� �!� �!��� ��������� �#����������� ���
���������� �!��� �����! ���� �!� ������$����� ����������� ��� ������������ ��� �!� ���������� ��
������ �� �!�� ���������� ��������� �� ���������&�� �� +!�� ���	� ������� �!� �����# �������� �� f †

N
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+���� �&H/ '���������� �����# �������� 〈QSi‖a†‖Q′S′i′〉 ��� �������� �������� a† ���������� � ���
�� ��� ��� �������� �������� b† ���������� � ��� �� �� �!� ���������� ���� �� ���$�!����� ��������

��� ������� ��� ������� ����������� �� HN  �!��� �!� �����# �������� �� f †
N ������� �!� ���$�����

����������� �� HN ��� �!� !��!�� �#����� ������ �!�� ��� ��������� ��� �����&�

'� ;��
 ���������< ���������� �� ���������� �� ���������� /��� /������ ��� /�������	�&
8�������� /��� ��������� �!� ��#���� ������ �� ����������� �!�� ��� �� 	��� �� ���! ���������( ��
�!���� �� ��������� �� ���! �� �������� ���!�� �!� ������ ��� �� �)������� ������������� ���������&
'� ��������� /�������	� �� ��� �� � ������)� )���� �!� ������ ���$�E ���������� ��!��� �� ����/
���� �!� ����������� ���! �!� ���������� ������ ����� �!� )���� �� �!� ��������� ���� �� ��������&
+!� ��� �� �!� ������ ���$�E ���������� �� ����������� ����� � !��! ������ �� ������ �� 	���
�!�� �!� ���������� �� !��! ��� � ��� ������ �!�� �!� ���������� �� ���( �� �!�� ���!��� 
�!� ������������� ���� �� ��)���� ��������� ������� �!� ����������& ������� /������ ���� �!�
������� ������ �� ������ �� �� 	���& '� �!���� ���� �� �����	�� �!�� ����������� �� ��
 ����
�� �� ���������& '� �!� ������ ��� ��������� �� �!� ������ �� ���! � ������� ���������� ������
��� �������� ����	��� ��� �� �������& 8�������� ��!�	���� �������� ��������� �� ����������
������ �� �!�� �!� ;���< ������� �!� !��!��� �������� ��� �!� ������ ��������� ����� �� �� �����
��!�	����&

�� !�����	��� "�	��
�
��

G!��� "& 
& G����� ���������� ������� ��
 �� ������ �!� �������� �� �#��������� ��� �!� ��������
������������ �� �!� �������� �������������� � ���!��� �� ��������� ��!�� ���������� ���� ���� ��$
��������/ ��� ��� ��������� �����-� !��� ��� ��� �!���� �������������� ��� ������� �� ���� ����#�����
����� ��	 ��� )������ ����$��������� �������� ��������� ��� �����$���� ����������� ���������&���

��
 �� ������������ �!� ���� )�������� ���� �� �!� -��� �� ������� �������� �!�����&
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�� ��� ���� �
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�

+!� ���� ������ �������� ������ �� ��
 �� �!� �������� �� �#��������� ���)� �!� ������ �����
�� � �������� �� �!� �����������& %� ��������� ������ �� ����������� ��� �� �#������� ����
�!� ������������� �� ���! ������� �����& '� �!���� �� ����� �!�� �!� ������ ���� �� ��
 �� -����
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������ �&Q/ 3�!������ �������������� �� �!� ��
 ��������������� ,��& +!� !��������� ���������
���������� �!� ��������� �� ���������� ������ ����� ������������� �!��� �!� )������� ���������
���������� �!� �����$����������� ����� �� �!� �E����)� *����������� ��!��! ��� �� ���������� ��
�� ������������� �� ���� ����� ��� �� �������� ����������& G!�� �!� ������ �� ���� � -#�� �����
����!�� ��#��� ��� ���������� ��� �� ��������� �� � ����������)� �#������� ������ �!� -#��$
����� *����������& +!� ������� ���� ����������� �!� ���� �� ���)��������/ �)�� ��� ������ ��E�����
����������� *����������� �!� ���$����������� ��!�)��� �� �!� ������� �� ����������� �!� ����&

a)

Q=0, S=0

b)

Q=1, S=1/2

c)

Q=-1, S=1/2

d)

Q=0, S=0,1
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������ �&5/ 8�������� �������������� �� �!� ������ ����� ��� �#��������� �� � ����� ������&

�� ��� ��������� ����/ �� ��� �!�� �� ������ ���	����
� ����	���& '� ����������������� �!� !��!$
������ ����E ������� ���!��� ���! �� %�������>� ���� ���>� ������� ��� ������������)� �
��� ���
F�)��$%�������>� �
� ���	 �� �!� ��������� ����� �L → ∞ �!��� L �� �!� ������ �����&��� 3���
��������� ���������� ���! �� �!� ������ ����� ������� ������ �� �!��!�� �!� ������ ���� �� -����
�� ��� �!�� �!� T → 0 ����� �� ��	���� ���� ���� 3��& �&J�&
'� �!� ������ ����� ����������� ��� ��������)� �N → N + 2� ��
 ��������������� ������ ��������
���!����� �� ��� �!�� � ���� ����	 !�� ���� ����!��& 0��� ���������� -#��$����� *����������
H∗ �� ��-��� ��

H∗ = R2{H∗}. ��&�5�

G��! ��
 ��� ��� ����� �!� )������ -#�� ������ �� � ��)�� N'0 ��)������� ���� �!� ���)�����
������� ����������� �� �!� �������� ������� �� �!� -#�� ��������� ��� �!� �����$�)��� �������
�!� ��E����� -#�� ������ ���& �&Q&
'� �!� �#�������� �������� �� � -#�� ����� �� �� � ���$��$��� �������� �� �!� �#��������� �� ����
�������� ��� ���! -#�� ����� �� ������ ����� ������ ���� ����	& +!� ������� �� ����� ������ -#��
������ ��� �������� �� �#��������� �!�� �!���� �������� ������ ��������� ��� !��� �#����������
��� �#��������� �!��� � �������� �� �������� �� � !��!�� ��)�� ���������$!��� �#���������� ���
������������ �!����� ���& �&5& +!� �#��������� �� ���$����� ������ -#�� ������ �� ��� !�)� ���!
������ ��������������&

��� *���������� HN ���� � -#�� ����� H∗ �!� ��
 ��������� �������� ��� �� �#������ �� ������
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�� �!� ��)������ ���� �!� -#�� ����� ��� ����������&�� 	 9�-���� δHN = HN − H∗ �� �����

δHN+2 = R2{H∗ + δHN} − H∗ ≈ L∗δHN , ��&:6�

�!��� L∗ �� � ������ ��������������& ��	� ��� ������ �������� L∗ ��� �� ������������

L∗O∗
l = λ∗

l O
∗
l , ��&:��

��� �� �#���� δHN ��
δHN =

∑
l

Clλ
∗
l

N/2O∗
l . ��&::�

��� λ∗
l > 1 �!� ������������ �� ������������� ������������� O∗

l ���� ���� ���! N / �� ��� �!��
���! ��������� ��� �������	& ��� λ∗

l < 1 �!� ������������ ���� )����! ��� �� ���� ���! ���������
���������	& ������� �� λ∗

l = 1 �!� �������� O∗
l �� ������ �������� ��� ��� �E��� ���� �� �������

���� ��������� �� ����������� ���$������ ����������� �� �!� �
 ��������������&��
 +!� ��������
������� �� � -#�� ����� ���������� ��� ��������� ���! ������� �� �������������/	 � -#�� ����� ���!
����)��� ��������� �� ������ ���	���� �!��� � -#�� ����� ���! ���� ������)��� ��������� �� �	����&
��#�� ����� ���! �������� ��������� ��� �� ���!�� ������ �� �������� �� ��� ���� �� �!� ���������
�� ����� �� -#�� ����� ��� �� �!� ����	���� �� �!� ���)��������&��
 +!� 	�������� �� �!� �������
�������������� ��&�& �!��� ���! �!� !��!��� �����)����� λ∗

l � �� ������������ �� ��������!��� ����	���

�����	������ ��)�� �� �!� -#�� ����� *���������� H∗ ���� ���������� �����/	

Heff
N = H∗ + ω1Λ(N−1)/2δH1 + ω2Λ(N−1)/2δH2 + . . . ��&:K�

�!��� ω1 ��� ω2 ��� ���� ���.������ �!��! ��� �� ���������� �� ��������� �!� ��
 ��������&
��� �#����� ����������� �� �!� �����$������ T = 0 ��!�)��� �� �!� "���� ����� ��� ����������
�� �!� ������� ������)��� ���������&�

3�)��� �� �����)���� ������� �� ;��
 ���������< �� ���������� �� ���������� ����� ��������	���
��� �������������&
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3����� �!����������� ���������� ���! �� �������� �������������� !��� �������� ��� ������� ���
���������� ��������� �� �!� ������ ��)�� ���������� �� ����� kBT & 4������� ���! !��!�� �!�� kBT
���)� �!� ������ ����� ��� �#����������� ���������� �!��� �#��������� ���! ���! ����� ������ ���
�� ���������� �!������� ���!�� ���( �!�� ����� ��� �� �� � ���� �����#�������& +!�����������
���������� �� ����������� TN ��� �!�� �� ���������� ���� �!� ������ �������� �� �!� N�! �����
�� �!� ��
 ���������&�� 	� � '� �!� ��������� ���	��� ������ �����$��������� �)�������

〈O〉 = Tr (O exp(−βH)) /Z, ��&:J�

�!��� Z �� �!� ��������� �������� Z = Tr
(
e−βH

)
��� β = 1/kBT & '� �������� �!� ������ ���

�������� �� �!� ��������� ����� �� ��
 ����������� �� � ��)�� ��������� ���� N  �&�& ���� �
-����$���� ��������& '� ;��
 ���������< �!� ����������� ���������� �� ������ �!�����������
���������� �� ������ �� -�� ��� �!��! ���� �� ������������� �� ������ ����������� �������&

�
	����� 
�� ��
�	� ��������������

+!� �����������$��������� �������� ������������ �� �!� �������� �������������� χimp(T ) �� ��$
-��� ��

χimp(T ) =
(gµB)2

kBT

(〈S2
z 〉 − 〈S2

z 〉0
)

��&:I�

�!��� Sz �� �!� ����� ���� ��� �!� ��������� 0 ������ �� �!� ��������� �!�� �� ���������� ���
������� ��&�& H �� ������ �!� ���� *���������� Hband� g �� �!� ���������� ������������ ������ 
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µB �!� B�!� �������� ��� kB �!� B��������>� ��������& '� �!���� �� ����� �!�� �!� �����������
Tχimp/(gµB)2 ��� �� ���������� �� �� �E����)� ������ �� �!� ���������� µeff & '� �!� ��������
�� �!� �������� -��� ������� ���� �� �!� �������� ���� 〈S2

z 〉 ����� �� �� �������� �� 〈S2
z 〉 − 〈Sz〉2

�� ���������� �� �!� ,���������$����������� �!�����& '� ��� ���� �� �����	�� �!�� �!��� "&

& G����� ���������� �������� �� ��������� 〈S2

z 〉0 ������������ ' -�� �!�� �� �� ���� ��������� ��
�������� ������� � ��
 ����������� �� S2

z ��� � ������� ���!��� ����������& +!�� !�� �� �����
����-� �� �!�� ������� ��������� ������ �� 〈S2

z 〉 ��� 〈S2
z 〉0 ��� �!�� ������ �!�� ����������� ��

���������&
B� ������� �!���� �������������� �� ��-��� ��

χcharge(T ) =
1

kBT

(〈I2
z 〉 − 〈I2

z 〉0
)
, ��&:P�

�!��� Iz �� �!� ����� ������� ������� �!�� Iz = Q/2�& '� �!� ������� �� �!� ��������$!��� �������� 
〈I2

z 〉 ����� �� �� �������� �� 〈I2
z 〉 − 〈Iz〉2&

��
� �
�
���� 
�� �������

9�-���� ������ �� E = 〈H〉 = Tr
(
He−βH

)
 �!� !��� �������� ��� �� ���������� ���� ������

,���������� ��
C(T ) =

∂E

∂T
= kBβ2

[〈H2〉 − 〈H〉2] , ��&:H�

��� �� ��� ��-�� �!� �������� ������������ �� �!� !��� �������� �� Cimp(T ) = C(T ) − C0(T ) 
�!��� C0 �� �!� !��� �������� �� �!� ���������� ���� ���!��� ����������& ����!������ �� !�)�
βF = − lnZ ��� E = F + TS �!�������

S

kB
=

E − F

kBT
= βE − βF = βE + lnZ, ��&:Q�

��� �� ��� ��-�� �!� �����������$��������� �������� ������������ �� �!� ������� �� Simp(T ) =
S(T )−S0(T )& ���� �!� �������� Simp/kB �� ��� ������ �!� �E����)� �������$��$������� ν �� �!�
�������� �� Simp/kB ∼ ln ν&
+!� ���)������� ���! �!� ������ �� ������ �������� �� �!� ��
 ��������� ������� �� �!� ��������
����� ��������& ��� �#����� �!� ������ �������� �������� ��� � �����-�$!��� ����������� ��
������������ !��!�� �!�� �!�� ��� �!� ��������������&��

����� 	
���#�
�
� ����
�
��

+� �!���������� �!� ����� �� � ������� �������� ������ �� �� ����� ������ �� ��������� )������
������������ ��������� �&�& �!����������� �#��������� )����� �� ��������� ���! �� �!� ��$����
��������� 〈ni〉 ����� �!����$,���������� 〈(δn)2〉 = 〈(ni − 〈ni〉)2〉 = 〈n2

i 〉 − 〈ni〉2 �����$���� 〈S2
i 〉

��� ����$���� ������������ 〈Si ·Sj〉& '� ���� �!��� ��� �� ���� �� ������� ���� ������# ����������
���! �� �!� ����������� �!��! �������� �!� ������������ ������� ��� ������&���

'� ;��
 ���������< �!� ��������� �� �������� ��� �����-�� �� ������� �!� ������������� �#��������
�� ����� �� �!� ������ ������������ ���������& % ������ �� ��#������ �������� ��� �)������� ��
�������� �!�� ������� ��� �!� ���� �������� ��������� ��������� ��� ������� ����� �� �!� ���$
���� ����-�������� ������� ����& 9����� �!� ������� ����� ���� �!� ��������� ��� �����������
�� �!��� �����# ����� ��� ������� ���� �!� ���������� �� �!� ������� *���������� �� ����������
�������� ������� ���������������/ ��� �!��� ����� ��� ��������� ������������� ;��!��� �!� ������<
�� �!� 0��!������� ���� �� �!� ��
 ���	���& +!�� �������! ������ ��� �� �� �#������� ,�#���� 
����� �!� ���� ��� ����� �� �!����� ���!�� �!�� !���$���� ���$��)�� �������� ��� ����� �����
���������������� �������&
+� �� ���� �� ��	� ���� ��� �� �!� ���������� �� �!� ������� �!� ��������� ���� �� �� �#�������
�� �!� ���� �!�� ��	�� �!�� �������� ���! ������� �� �!� �������� �����& ��� �#����� n2

i ��
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��

� ����$������� ��� ��� �� �������� �������� �� �!� (Q, S) �����& '� �� ��� !���)�� �� ���$����
������� ��� (ni − 1)2 = q2

i ��& ��� � ����������� �� �!� (I, S) ����� ��� �!������� �������� �
����������� ��� q2

i ��� ���� 2〈ni〉 − 1 = 1 �� �!� ������� ������� �!�� 〈ni〉 = 1 ��� �� �!� �$!
���������& '� �!� �������� �� ������ Z2 �������� �� ���� �� ��	�� ���� ������� �!�� ���������
��� �� �)�� �� ��� ���! ������� �� �!� ��,������& '� �!� ���� �� ��� ���������� �������� �� �
������ ������� ��� ���������� ����� ��� �#����� ne = n1 + n2 �� �)�� �!��� no = n1 − n2 ��
���& '� � ����������� �!��� ��,������ �������� �� �#�������� ��	�� ���� ������� �!� �#���������
)����� 〈n1〉 ��� 〈n2〉 ��� �� �������� �� ����������� �������� ������������ �� 〈ne〉 ��� 〈no〉 �����
�!� ��
 ���&
0��� ��������� ;��
 ���������< �������� ��������� �!�� ��� ������� ������� �� ������� ���!
������� �� ���� ��� ������� �� ������� ���! ������� �� �������& +!�� �� ��.����� ��� ��� ������������
�� �������� ��� ������� ��� ���� ������� ���������� ��� �� ��������� �� ������ �����&

����% &������ !���
�
���

% ����� �#������� �� �!� ��
 ��� � ���!�� �� ��������� ������� ���������� ���! �� �!� ��������
���������&	�� ��� ������	 G!��� T = 0 ����������� �� �����$������ ������� ��� �� �������� ����
-����$���� ������� ����� T �= 0 ��� %1 ����������� �� ���� �� �!� ����������� �� ���$�����$
������ ������� ��� ���� �� �������� �� �������� ��������� ��� 	����&��� ������
 ?���� ��
 ���
��� ��������� ����� ������$�������� ��������� �������� 〈〈dµ; d†µ〉〉ω� �������� �������� ���� ���$
����������� 〈〈Sz ; Sz〉〉ω� ��� �!���� �#��������� �������� �!���� �������������� 〈〈n; n〉〉ω�& '� �� ����
�������� �� ����������! ������� ������� ��� ��������� ������������� �� �!� ���������� �����$�������&���

+!� ���)�������� �������! �� �!� ��
 �������� ������� ������������ �� ����� �� �!� �����)�����
�� 3�	�� �� ��&	� �!�� �� �� ������� ���� ��� ��������� �� �!� ��#� �!� ������ ��� ����������� �����
��� �� �!� ����������� ���! �!� ����� �!��� ������ �!��� �!� ������������ ����� ��)��� �� ��� �!��
��� ��������� �!����& +!� ������������ ������ �!�� ���� � ���� �����#������� �� �!� �����������
�� �!� *���������� �� �!� N → ∞ ����� ��� ��� �!�� ���� �� ������� �!� �#�������� �������� ���
�!� ���������� ��������&
+!� �������� �������� �����# ��� �����$�������� �������� �� ��-��� ��

Aij = −1/(2π)Im(Gr
ij + Gr

ji), ��&:5�

�!��� Gr
ij(ω) = 〈〈diµ; d†jµ〉〉ω �� �!� ����$��$�������� ��� i �= j� �������� 
����>� �������� �� �!�

��������& '� ��� �� �������� ����� �������� ��
 ���!������ ���� �����# �������� �� �!� ��������
��������� ����� �!� ��������� �������� ��������������/

Ai,j(ω > 0) =
1
Z

∑
m,n0

Re
[(

〈m|d†i |n0〉
)∗

〈m|d†j |n0〉
]

× δ(ω − Em),

Ai,j(ω < 0) =
1
Z

∑
m0,n

Re
[(

〈m0|d†i |n〉
)∗

〈m0|d†j |n〉
]

× δ(ω + En),

��&K6�

�!��� Z �� �!� �������� ��� Z = Tr(e−βH) ������� m0, n0 ���! ��������� 0 ��� �)�� ��)��������
����������� ������ ������ ��� ������� m, n ���!��� � ��������� �)�� ��� ������& ���� �!�� �!��� ��
� ��� ���� ∫ ∞

−∞
Aij(ω)dω = δij , ��&K��

�!��! ������� ���� �!� ��������� ����$����������� �������� a†
iµajµ + ajµa†

iµ = δij &

1����������� ��� �� �����)�� �� �������� ����������� �!� ���$�������� ����$������ Σ(ω)(�� �!��
�������! ����� �� ���� �������� ������� ��� �� �� ���������� �������� ��� ������������ �� ��
 �� ��
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�������� ���)�� �� �!� 90�+&
� ����!�� �����)������ ������� � ������ �������! �� ����� �������
�������� ����������� ���� ���������)� ��
 ������������� ��� ;��
 ���������< �!� ������ �� �!�
���)�������� �������� ����������� �� ������ �� -��� ����.-.���.-���� �!��� �!� ������ ��������
���! �!� �R�2: ����	 �� ������ �� -��� ����.-.����.-�����& ��� �������� �!��� �!� !��!$������
�������� �������� ������ �� �!� ���$������ ��!�)��� �� �!� ������ �!� �������� ������� !�� �� ��
�������� ��	��� ���� ������� �!� ������� ������� �����# �������� ���� �!� ������� �����# ��
�!� ���$����������� -#��$�����/ �!�� �� �!� �������$�����# ��
 �90��
� ��)������ �� G&
*���������&�	� +!�� �������! �� ������ ��� �#����� �� �!� ���� �� �!� %������� �������� ��
�������� -��� �	� �� ��� �!� ����$������� ������ ������� ��� ���� �!� ������ �� ������ ����� ��)��
��������&��

�������� � ����$��������� ��
 ��� �����������	� �� ������������ �!� ���� ��!��� �!� 90��
/
����$��������� ��
 ��	�� �������� �� ����� �!� �E���� �� ������ �!����� �� �!� ����������
��� �!� ������� ����#����� �� �!� ������ ����� ��������& '� �!�� �������! � ������� �����# �� ����
���	 ����� �� ���������� �� ����������� ����� �!� ����������� ���� �!� ��������� ���� �� �!� ��

�����������& +!�� ���� !�� ��� �� ��� �������! ��� ����������� �� ����������� �������� ���������/
�!� ;���� ������� �����#< ��
�		 �� ;�������� ���	 �����< ��
&�	� +!�� ���!�� ���� ��� ��E��
���� �)��$�������� �� �#��������� �� ���-��� ��� ����� ��� ��������� ���������� �������� ��������
�� �������� ����� �!� �����������&

%� ��������� �����)����� ��� ��������� ������������ �� �!�� �� �!� ������ �� ������ �������� ��
��������� �!� ���������� ������� �� ��� �������� �!����( �!�� ���!�� ��������� �����)� ���
���)���� ������ �!� ���� ��������&	� +!�� ������� �!�� �)�� ����! ������� ��� ���������)���
�������&

����� ����
��� ��
������� ��� ��


 ���

3���� ������� �������� ������ ��� ����������� �� ��
 �� � !������ *���������� �� � -���� ���� 
�!� �������� �������� ��������� ��� ����������� �� � ��� �� ����� ���	�& +� ������ � ����������
���������� �������� �!��� ���	� ���� �� �� ���������& +!� �������� �������! �� ��������� �
�����! ���)� ��� �� 
������� ���������� �������� �� �������� ������ ������������� �� �������
�� ��� ��� �)�� ����� ��� �� �!� �)������� �� �!� ��� ���)��&	� % ������ �������! �� �!�
�������!���$�#��������� ����������/��� ���! ���� ����� ������ �������� ���	 �� ω0� �� �����!��
����

Fb(ω, ω0) =
e−b2/4

b
√

π
exp

(
− (lnω − ln ω0)2

b2

)
, ��&K:�

�&�& � 
������� �������� �� � �������!��� ����� �!��� b �� � ���������� ��������� ���������
b = 0.3& L�� �!���� 	��� �� ���� �� ��������� ������� ��������� �!� ���������� ���������&
������ ��� �� ���������� �!� �������� ���������� �� ������ ω �� ������ ������� ��

δω+ = ω
(
eb

√
ln 2 − 1

)
δω− = ω

(
1 − e−b

√
ln 2

) ��&KK�

��� !��!$������ ���� �� �!� �������� ���� ω = 1� �!�� ������ �!� ���������� �� [−0.22; 0.28] ��
b = 0.3& 8��	� �!����� �!�� �!�� ���� �!�� ������ ������� �!�� �!�� ����� ���& ��
 �� �!�������
��� � �������� ���!�� �� ��������� �!� �������� �������� �� !��! ��������&

����!������ ��� ������ �������� ��� ���� ����!��� ��������& +!� ������ �� �!� ���������� �� ��
�������

f(ω) =
∫

dω0f(ω0)δ(ω − ω0) → f̃(ω) =
∫

dω0f(ω0)Fb(ω, ω0). ��&KJ�



:: ��	���� �� �������	� ���
��	���	��
� ��
��

0 0.1 0.2
ω

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Lorentzian, width ∆=0.1
Lorentzian broadened with b=0.3

������ �&�6/ 4E��� �� �������!��� ���������� �� � ���������� ���)�&

��� �� �������� ��� �E��� �� � ������ ���������� �� ����! ∆ �������� �� ω = 0/

f̃(ω) =
∫ ∞

0

dω0
∆2

ω2
0 + ∆2

Fb(ω, ω0)

=
∫ +∞

−∞
dy0

∆2

exp(2y0) + ∆2

e−b2/4

b
√

π
exp

(
− (y − y0)2

b2

)
,

��&KI�

�!��� �� ��������� ������������ ln ω0 = y0 ��� ���������� y = lnω& +!� ����� ω → 0 �����������
�� y → −∞& +!� ��������� �� � 
�������$��	� �������� �������� �� y ���! � y0 ��������� ����!�
∝ 1/(exp(y2

0) + ∆2)& ��� ����� �����! ω ��� �� �������� ω � ∆� �!�� ����!� ������� �
�������� ��� �!� �������� ��� �� �)������� �#�����& G� -�� limω→0 f̃(ω) = exp(−b2/4)& ���
b = 0.3 �!�� ��)�� 0.98& '� ��!�� ����� �)�� �� �!� ������� �� ��� ��!�� �����#�������� �!�
�������!��� ���������� �� b = 0.3 ���������� �� ����� �� ��� ������� �� �!� "���� ���	 ����!�&
'� �������� �!� ���������� �� �������� ��� ���& �&�6& +!��� ����� ���� �� ��	�� ���� �������
�!�� ����������)� ������� �� �!� ������� ��� ���������& '� �!�� ���� b �!���� �� ������� �� ���!
�� ��������& +�������� �!� )���� �� b �� �!���� �� �� 0.3 �� ���� ���������� ��		����.��&

��# ����
�
�� 
��	�
��� ��
 ���
	��
�

%���� ���! ��������� �#��������� )����� �� ��������� �� �������� ��� �������� ��� �!� �����������
�����# �������� �� �!��� ��������� ���������� �� �!� ��� ���������� ��� �!� ��#� ���������& '� ��
��������� �� ���� �!�� �� �� ���� �������� �� �������� ��������� �!�� ��������� �� ������ ���������
���! ������� �� �!� �������� ����� �!�� �� ��	�� ���� ������� �� �!� ��
 ��������������& %� ��
������������ �� �������� �!� ���� �� �!� �N 3� �������� ��� � ������ �������� �������� Ô �� ����
M ���! ������� �� �!� ���� SU(2) �����& +!� ����������� ����� �!� �������� Ô �� ��������� N ��
�������� ��������� �� � �����# ON �� ����������� �����# �������� 〈QSr‖Ô‖Q′S′r′〉& +!� ���$����
��������� ��� ������� ��������� !�)� Q = Q′ ��� S = S′ ��� ������� ���������� ��������� �� ����
!�)� Q = Q′ + 1 ��� S = S′ ± 1/2 ��� ��� ������� ��������� ����! �� ����� �� ���� !�)� Q = Q′

��� S = S′ �� S = S′ ± 1& '� �!� ����� �� �����)����� |QSω〉 �� �!� (N + 1)�� ��������� �� �����

〈QSω‖Ô‖Q′S′ω′〉N+1 =
〈QSSzω|Ôµ|Q′S′S′

zω
′〉N+1〈〈〈

S′S′
z;;;Mµ|||SSz

〉〉〉 ��&KP�

+� ��	� �!�� �#�������� ���������� �� ��� �!���� ��� �#����� Sz = S µ = M  S′
z = S − M &

G� �!�� !�)�

〈QSω‖Ô‖Q′S′ω′〉N+1 =
∑

rir′i′ UQS(ω, ri)UQ′S′(ω′, r′i′)〈QSSri|ÔM |Q′S′, S − M, r′i′〉N+1〈〈〈
S′, S − M;;;MM|||SS

〉〉〉
��&KH�
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G� �!�� ��	� ���� ������� �!� ��-������� �� |QSSzri〉 ������ ��&P� ��� �����

. . . =
∑

ri,r′i′

∑
αβ

c(QS, Q′S′, ii′, αβ)〈〈〈
S′, S − M;;;MM|||SS

〉〉〉
× UQS(ω, ri)UQ′S′(ω′, r′i′)〈Fi(QS)fα

i (S)r|ÔM |Fi′(Q′S′)fβ
i′ (S − M)r′〉N+1,

��&KQ�

�!��� c(QS, Q′S′, ii′, αβ) �� � ������ ������� ������� (q, s,k) ������ �� �!� ����� ����� �� �!�
G����� �!��� ��� α, β ��� �!� ������������� sz ���������� �� �!��� ������& G� ������� �!�� ��

. . . =
∑

ii′,αβ

c(QS, Q′S′, ii′, αβ)
〈〈〈
gβ

i′(S
′, S − M);;;MM|||gα

i (SS)
〉〉〉

〈〈〈
S′, S − M;;;MM|||SS

〉〉〉
×

∑
rr′

UQS(ω, ri)UQ′S′(ω′, r′i′)〈Fi(QS)r‖Ô‖Fi′(Q′S′)r′〉N
��&K5�

%���� ��	��� ���� ������� �!��! ��������� Fi(QS) ��� Fi′ (Q′S′) ��� ��������� �� �������� Ô ���
���������� �!� ���� �)�� α ��� β �� ����� ��� �!�� ��� ��)�� (QS) ��� (Q′S′) ��������� ���� �
����� ������ �� (ii′) ������������ ����������& G� -����� �����

〈QSω‖Ô‖Q′S′ω′〉N+1 =
∑
ii′

C(QS, Q′S′, ii′)
∑
rr′

UQS(ω, ri)UQ′S′(ω′, r′i′)〈Fi(QS)r‖Ô‖Fi′(Q′S′)r′〉N .

��&J6�
+!� ���.������ CQS,Q′S′,ii′ ��� �������� ����� � �������� ������� ������ ��� �!�� ��� ����$
����� �� �!� %������#& +!� ������������� �������� �� ;��
 ���������< ��� ������.���	��� 
������.������� ��� ������.�������( �!�� ��� ���� � ���$��)�� ������� ������.	������ �!��!
�������� �!� ������ �����������& +!� ���.����� ������ ��� �� ����� �� -��� -+���	�������

���� ������� ���������� -+�������-���� ���� ������� ���������� ��� -+�������-���� ���� �������
����������&
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'� �!� ������$�!����� ���� �!� �������� ���� �� ������� �� d ��� �!� ���������� ���� ��� ����
���������� �!� -��� ���� �� �!� ������������� G����� �!���� �� f0& G!�� ���������� ���������� ���
����� �!�� ��� ����� a b c e& '� �!� ���$�!����� ���� �!� ���������� ����� ��� f0 ��� f1&
���� �!�� f0 �� �!� -��� ���� �� �!� G����� �!��� �� �!� -��� ���� �!��� f1 �� �!� -��� ���� �� �!�
G����� �!��� �� �!� ������ ����& '� ���������� f1 �� ��	 �!� ������ ���� �� �!� G����� �!���& '�
α = 1, 2 �� � ���� ����# ��� j = 0, 1, 2, . . . �!� ���� ����# ����� �!� G����� �!��� ��� �� ������
�!� G����� �!��� ��������� �� gα,j  �!�� f0 ≡ g1,0 ��� f1 ≡ g2,0&

��� ����
�� ��� $�� ����

����� �� ���� �� ���� 0��!������� ��� �������� �!� ;���� -��< �!��! ���� ������� �!� �����)�����
�� �!� ������� *���������� ����������� �����# �������� 〈QSr‖f †‖Q′S′r′〉 ��� ����������� �����#
�������� ��� ���! �������R�������R������� �������� �!�� �� ���! �� �)������& +!� ������� ����
�� ������ ���� �!� ������� ���� ���!

����	 +� 1+� �����!���2

*��� +� ��������� �!�� �� ��� ���������� �!� ���� -��& 0��!���	 �� ���� �� �!�� ���� �� ��� �!�
0��!������� ����& +!� ������� -�� ���� ��� �!� ���������� -�� �� �����& +!� -�� ���� �� �!�
��������� ;���� -��< �� �� ������� ���� ��� �� ��� �� �)�������� �� � ������� �� �!� ���������� -��&
L����� -�� �����	 ���������� ������ ���� 0��!������� �� ���� ���������( �� �!���� �� ���������
�� ��� �� �!� ������� ����� ��� ����������&

+!� ��
 ������� ������ ��	�� �� �!� ���� �����-�� �� ����� ��� �#����� �!� �������� ����-��
�� �� �������� �� ��)����& % �������� ���� ����� ��

����	 1+� �����!���2 13��	2 1,3��	,2

'� ���!� �� � ���� ���� �� �������� ������ �� � -�� ������� �� �������� ����������� �����������
����� �!� ��
 ��������� ���! �� (Q, S) �� �!� ������ �����& ������ ��� �� ���� �� ������ !�� �!�
��������� ��������&

��� %	
	����
� &��

%�� ����� �������� ���! V ��� �������& 3������� ����� ���! 1������� ����2& +!��� ��� ���$
������ ��� ��������/ 1�����2 �!��� ���������� ���� ������ :&� :&: ��� :&K ��� ��� ��� �������

:J



���� �	�	������ ���� :I

1�0���2 �!��� ���������� ����� ���������� ��� ��� ���� ������ :&Q :&5 :&�6�& +!� �����# ��
/������������&
���� �!�� ���! 	������� ��� )����� ��� �
������������S +!��� �� ��������� ������ �����# �!��	��� 
�� �� �������S %�� �������� �� ������ �� �!� ������� ��� ������ �� �������� ������ �!��� �!��
��� ���� ���!��� �!����� �� �!��	�� ��� �����������&



:P ��	���� �� ��� � ������ �	��	�

8�������� +��� 9������ 9����������

����� ������ 3'%0 0���� �*�����������& 3�� ������ :&Q :&5 ��� :&�6& 
�������� �!��
���� �!� ������ �� ����������� ����� �!� �������� ��� �!� ��������
�� �!� �����&

������� ������ O������ �� �!� *����������& +!�� ���� ��� �#����� ����������
����������� �����& 3�� �!� ������&

�������� ��� � ������ �� �!������& 1�������� � �� :&
�������� ����� ������ 4����� +!� �������������� ��!���/ �������� )����� ��� 4����� 5������

��� �����& +!� -��� ����������� �� �!� �������� G�����>� ���$
����������� �!� ������ �� �!� z$�!����� �������������� ��� ��
F��!��� �� ��& ��� �!� ���� �� �!� �������������� ����� �� �� �)��$
�������� ����� ��� �� 1���� �� ��& +!� ����������� ����������$
���� ��!��� �� �����&

 ������ �&6 +!� )���� �� ��������� z �� 5������ ��� ����� �������!��� ���$
����������� ��!����&

���� ������ !��� +!� ���� �� �!� ���������� ���� �&�& �!� ������ ���������� ��
�!� ������� �� ������& +!� ������� !��� ����������� �� � ��������
������� �� ������ ρ = 1/(2D)& L�!�� ������������� ��� ������ ���
��!�&

��� ������ G!��! ��������� �!���� �� ����������W 3�� ����� :&H&
��0�� ���� ����� 1�������� ���$��$�������� �������� ��������� ���! �� Aab& ����/

�!�� ���������� ���� ��	�� �E��� �� ���� �!�� ��� ������� �����$
���� �� �������� �� ���&

&��0 ��� I6 ������ �� ��
 ��������� ����� ��	��&

����� ������ �&6 �������!��� �������������� ���������& Λ = 1.5 �� ����$

���� ��� ����������� �� �������� ��������� Λ = 2 ��� ����
��!�� ��!������������ ������������ �� �!� �$�!����� ����& '�
�������� ����������� �� ���� Λ ��� �� ��������� �� )��� !��!
)����� �� �!� z$����	 �)������� �� ����&

������� ������ 6&JP6 β̄ �!�� ���� �!� ����������� �� �!� �!����������� ������������&
3�� ���& :&

/��� ��� �66 0�#���� ������ �� ����������� �� �� 	��� �� ���! �����& /���

�!���� �� ��������� �� ���! �� ��������&
/������ ��� $� +!� ������� ������ �� ������ �� �� 	��� �� ���! �����& /������

X /���&
/�������	� ������ X6 '� /�������	�Y6 �!� ������ ���$�E ���������� ��!��� �� ����/

���� �!� ����������� ���! �!� ���������� ������ ����� �!� )����
�� /�������	� ���� �� ��������& +!�� �� ���� �� ����������� ���!
/��� �!��! ���� �!� ��#���� ������ �� ������ 	��� ����������)�
�� �!��� ������ ��� /������ �!��! ���� �!� ������� ������ ��
������ 	��� ����������)� �� �!��� ������& +!� ��� �� �!� ������
���$�E ���������� ��!��� �� ����������� ����� � !��! ������
�� ������ �� 	��� �!�� �!� ���������� �� !��! ��� � ��� ������
�!�� �!� ���������� �� ���( �� �!�� ���!��� �!� �������������
���� �� ��)���� ��������� ������� �!� ����������&

��!�	���� ������ 6 4���������� �� ��
 ���� �� �� ���������& 3������ ��!�	���� ��
� -���� )���� �������� ��������� �� ���������� ������ �� �!�� �!�
;���< ���� �!� !��!��� �������� �� �!� ������ ��������� ����� ��
�� ����� ��!�	����& % ����� )���� �!���� �� ���� ��� �#�����
6&66�&

+���� :&�/ 8��������� ��� ��
 ������� ������� 1�����2&



���� �	�	������ ���� :H

8�������� +��� 9������ 9����������

������	� ������ ��� 9��������� �!��! ����������� ��� ���� �� �!� ����������� �� �#$
��������� )����� ��� �������� ���������& '� �!� ������� �������
������	����� �� ���� ��� ����������� ��� ����& +!�� ���������
�������� ��� �� ����& '� ������	��/��� �� ���� ���� �!��� �����$
������ ��� ���� �!�� ���� �� 	��� ����� ����������& +!�� ���� ��
��������� �� ���! ������ ����� � ������� ������ �� �!� �����������
�����# �������� ����� �� �� ����������&

������� ���� ����� '� Λ ���������� �� ������� Γ �� ���������� �� A(Λ) = 1
2 (1 +

Λ−1)/(1 − Λ−1) log Λ& +!�� �� ������ �� ������� �!� �����������
����� ���! �!� �������� ���������� *���������� ���������& ����
�!�� A(2) = 1.04 �� ��� ��� Λ �!�� ���������� �� ��� ���������&
��� �������� ������4�������� �������� ������5������ �!��
���������� ���� �� ����& ��� �������� ����������� �!� ������$
���� ���� ��	 �� ����&

��		����.� ������ 6&K G���! �� �������!��� 
�������� ���� �� ���������� �� �!� �������/

gnδ(ω − ωn) → gn
e−b2/4

bωn
√

π
exp

[
− (lnω−ln ωn)2

b2

]
& O����� �� �!� �����

0.3 ≤ b ≤ 0.6 �!���� �� ����&
������ .� ������ 6&P 8�������� ��� ���������� ���������� ��� ����������� ω < limitLL T

���� -���� ����������� ������� �������������&
�����

 ������ J&6 3��� �!� �������� ������ limitLL T ����� �!��! ���������� �����$

����� �� ����& B� ������� �!�� )���� �� 6 �� ��� ������� ����������
���������� �������!��& +!�� �� ������ ��� �E����)� ;T = 0< �����$
�������&

!����� ���� ����� 9� -����$����������� ������������ ����� �!� 1���� *����� Z�����
�������!���W

����	 ���� ����� 9� �!� �������$�����# ��������� ��������������� ����� �������$
�����	�W 1�������� ����������� ���� ��� �$�!����� ��������&

	���6 ������ :&I 4����� ω = goodE ωn �� �!��! �!� �������� ������� �� �)�������&
O���� :&I �� -�� ��� �$�!����� ������������ ��� �� ���!� ���� ��
�� ������� ��� :$�!����� ������������ ��� �� �!� !��!�� ����������
�!��! ������ �!� �����)�� �� �������� �!��� �������� �����������
�� )����& G� �!���� �!���� �� ����� � 	���6 �� �������� �� �!�
����� �� �������� ������ �� ����� �����!&

���� ��� �6 4#��� ������ ���� �� �)������ �!� �������� �������& 4����� ������
���� ��� εi = goodE ωnΛi/mesh ���! i = 0, . . . , mesh − 1&

�������!����� ������ 10−7 9���� ���	� ���! ����!� ����� �!�� discardfactor ωn ���� �� ���$
������& +!�� ��� ������ ������ ����� ��� �#������� ����&

���������������� ������ 6&6� '� ��� ���! ��������)� �������� ������� �� ��������� ������� ����
�����& +!�� )���� �!���� �� ��������� ��� 90$��
 �J$I7� �!���
�������� ������� ��� �� ���� ��� �� �����$�E ������&

+���� :&:/ 1��������& 8��������� ��� ��
 ������� ������� 1�����2&



:Q ��	���� �� ��� � ������ �	��	�

8�������� +��� 9������ 9����������

�������.��0 ������ :&I
�������.��� ������
�������.����� ������ �&6I +!��� �!��� ���������� ��� �!� ���! �� ������ ������ ���� ��

������ �!� ���������� �������� ������� ����� �!� NRN + 2 ����	&
+!� ������� )����� �!���� ������� �� ����&

��������	��� ���� ����� 9��� ��� �������� �� � -��&
������������� ���� ����� 9��� ��� ����������� �� �!� ���� �� �������� �������� ��������

�����&
����� ���� ����� +���� �!� ��
 ���������/ ������ -��� ��� ����� &&&�����	���&
��	����� ������ ����� G!��! )������� �!���� �� ���� �� ����� ������� �� ������ -���W

+!�� �!���� �� ���� �� ��������� ������ �� ������ � �������� -���
������&

������/� ���� ����� 3�)� ��� (gn, ωn) ����� ���������� �� �!� �������� ������� �������$
�����& +!�� �� ������ ��� ������� )������ ���	 ���������� �����$
����� ��� ��� ��������!������&

!������0��� ������ �&6
&�0��� ��� $� +!� )���� �� /��� ��� �� ��������� �� � ������ �� !������0���Y�

����� &�0��� �����& +!�� ��� �� �� �������� �� ��!��)� ������ ����$
���� ���������� �� )��� ��� �����������& +!�� ��� !��� �� ������
������ A(ω) �!��! �� ���� �� ����������� ����������� ����� 0���$
G������� �������&

���� ������ ���� ���� ���������� �!� ����������� ����� �!� ������� *����������
������������ ����������� �����# �������� ��� �!� G�����>� �!���
��� ��� ��������� ��-��� �� �!� ���������&

������� ���� ����� '�������� )�������� ��)��& 1�� �� ������ ��� ��������� ��� ����
��� ������� ���� ����������� ����� �!� �!������ ������&

��	 ������ G!�� ����������� �� ���� �� �!� �������� ������& 3�� +���� :&I&
�������	 ��� 6 3�� �!� ��)�� �� ���������� �������� �� �!� 0��!������� ���� ��

�!� �������& +!� ������ -�� �� ������ �����	& ?�� �� )���� Y[�
�� �����������&

���	 ������ ����) 1!���� �!� ��������������� �������& 4��!�� ����� �� ������ �%$
8%1" �������� ��� �� ����& +!� ������ ��	�� �������� �� ���������
���� � -���� ������ �� ����������� ��� ���! *���������� �����#&

���	����� ������ �&6 +!� ����� �� �!� ����������� �������� ����� �!� ������ �������&
+!�� )���� �!���� �� ��������� �� ��� �����!�� ���)� 6&:I ���
���$�!����� �������� ��� ���)� 6&6P:I ��� ���$�!����� ����$
����& 9�������� �� �!� ������� ������ )����� ���!� �������� ��
��������� �� ����� �� �)��� ���������� ������&

����������� ���� �66 +!� ������� ���� �� �!� �����# ��� ��������������� ����� �!�
������ �������&

������� ������ %��������� ������� �!�� ��� ������ �� �!� 0��!������� ���� �� �!�
�������& +!�� ��� ������ �� +���� :&P&

������� ������ %� ��������� ������ �!�� �� ����� �� �!� *���������� �#��������&
+!�� ��� �� ���� ��� ������ ��� �!� �E��� �� )������ �������������
�� �!� ����� *����������&

����7 ���� ����� 8������ ����������� �� �!������ ���������� �� �!� ������� �6$�!�
��
 ���� �&�& ������ �!� -��� ��
 ���������&

+���� :&K/ 1��������& 8��������� ��� ��
 ������� ������� 1�����2&



���� �	�	������ ���� :5

8�������� +��� �� *���������� 9����������

δ ������� δ(n̂ − 1) 9�)������ ���� ��������$!��� ��������� ����� ��� �!� ��������
����� !�� ���! �������� �� ���S�& ������� �� ����$)������ ��
εd = δ − U/2&

U �8� Un̂↑n̂↓ → U/2 (n̂ − 1)2 L�$���� ��������$�������� ���������&
Γ �'����� 1������� �� �!� �����&

+���� :&J/ 0�������� ���������� �� ��� ������&

+�	�� 9����������

� 9�������������� ������� ����$��)�� ������������
� '�������� ������� ���������� ������ &&&�
� 9��� �����)����� �� �������� ���	����� �9:& ?�

�� ��	������� )����� ��� ������&
� 9��� *���������� �����# �� ���! ��������
� 9��� �������� ��������� ������ �!� ������������ ��

�!� *���������� �����#
# 9��� )����� �� 0�9:
\ 9��� )����� �� ;�;!9:
� ������ �!� ������������� �� �������� ������.!

� ������ �!� ������������� �� �������� ������.	������

� 9������ ����� �!� 90$��
 ���
� 9������ ����� �!� ���� -��
� 9������ ����� �!� �������� ������� �����������
S ���� ������� ����� �!� �������� ������� �����������

+���� :&I/ +!� ��	��� �� �� ���� �� ������� �!� ��)�� �� �������& +!� ��	��� ���� �� ��)��
��������)��� �� �!� )���� �� ��������� ��	& ��� �#����� ��� ��	��� �� ��� �!� ������� �� �!�
��������������� ������� ��� �!� ��
 ����������&

L����� 9����������

�4%9\' ���� �!� )����� �� ���.������ 0� ���� -���&
�4%9B%3'3 ���� �!� ����� ������ ���� -���&
�4%9*%0 ���� �!� *����������� ���� -���&

+���� :&P/ +!� ������� ��� ������� ������� �� �!� ��������� -��& +!��� )����� ��� ������ �� �!�
0��!������� ���� �� �!� ������� ��� ���$��)�� ����	���&



K6 ��	���� �� ��� � ������ �	��	�

��� '��
	��
�

���� �!�� � ;������� ��������< ���� �� ��������� ����� ��� �������� ������ ��	�� ���� �������
�� �!� ����������� ��� �� ����!������ � ������� ������ �������� ���! ������� �� ��� �!� ��������
������& ��� �#����� n̂2 �� ��� ������� ��������� �!��� (n̂ − 1)2 ��&

���� L������� 9����������

�.� ni = n↑i + n↓i L��������� ������& i ∈ f, d, a, b

�.�<, n2
i = (n↑i + n↓i)

2 = n↑i +
n↓i + 2n↑in↓i

L��������� ������ �������

=.� qi = n↑i + n↓i − 1 L��������� ������ ���! ������� �� !���$-�����&
=.�<, q2

i 1!���� ,��������� �� �!� ��������$!��� ���������
����&

�.��.� ninj '����$���� ������� �� ���������� ������ ���������&
+!��� ��� �������� �� ��������� �!� ����� �!���� ,��$
������� ���� ������� 〈N2〉−〈N〉2 �!��� N =

∑
i ni&

����
∑

i ni +!� ����� ��������� �� ����������& '���# i �� �!�
��� ������ �)�� �������� ����� ���� ��&�& d a b 
���&�&

����<, (
∑

i ni)2 +!� ������ �� �!� ����� �������� ���������&
�<, (

∑
i Si)2 +!� ������ �� �!� ����� �������� ����& '���# i �� �!�

��� ������ �)�� �������� ����� ����&
=.�=.� qiqj '�������� ������� �� ���������� ������ ���������

���� !���$-������&
�.� Im GR

i (ω) 3������� �������& �.� �������� ������� ����������� ��
������� �������� i†& +!�� �� �!�� ���� �� )������
�)��������� �� �������� �������&

��	��.� Σi(t) = 〈Sz(t)Sz(0)〉 1�������� ������� ���� ��������������& +!�� �������
����������� �� ������� �������� σi �!��! �� �!�� ����
�� �)��������� �� �������� �������&

�7 (n↑,d − 1)(n↓,d − 1) 8�������� �� ���� ��������� ��������& TN3ZU
�� n↑,d(n↓,d − 1) 8�������� �� ����$�� ��������� ��������& TN3ZU
�� n↓,d(n↑,d − 1) 8�������� �� ����$���� ��������� ��������& TN3ZU
�, n↑,dn↓,d 8�������� �� ������ ��������� ��������& TN3ZU
#$� Sz

d +!� ���� ��������� ����� �!� z$�#��& TN3ZU
#$,� (Sz

d)2 +!� ���� ��������� ����� �!� z$�#�� �������& TN3ZU
#�#� S2

d ����� ���� �������&
#�#! Sd · Sf 3���$���� ����������� ��������&

+���� :&H/ L�������� 	���� �� ���������



���� 
���	�
�� K�

0���� O������ 9���������� %��������� ����������

�
6�& $ �� ����������&

#(�� $ 3�����$�������� %������� �����& +!� �������� ����
����� �� ����#�� d&
HSIAM = δ(nd − 1) + U/2(nd − 1)2[
+
√

Γ
(
f †
0σdσ + *&�&

)]

��'>(6
? %������� �������� �� �������� -���& B
HSIAM + BSz

d

#(?6 $ 9N9 ����$������� ���-��������& +!� ����$�������
��� �� ����#�� a&

�

HSIDE = HSIAM+δ(na−1)+U/2(na−1)2+t(a†
σdσ +

*&�&)
��'>(6
? 3���$������� 9N9 �� �������� -���& � B

HSIDE + B(Sz
a + Sz

d)
?&( 1������ ��� d �� ���$����������� ��� �� ����� �!� ����

)������
�

δ(nd −1)+ δ(na −1)+U/2(na −1)2 + t(a†
σdσ +*&�&)

8�� 0���� 3'94 2 �!����$�������� ������� ����� a ���
d

� 8��

HSIDE + Uad(na − 1)(nd − 1)
@�� 0���� 3'94 2 ����$�������� ������� ����� a ��� d � @��

HSIDE + JadSa · Sd

A�� 0���� 3'94 2 �������� ������� ����������� ����$
�������� !������� ������� ����� a ��� d

A��

HSIDE + Tad(a
†
↑a

†
↓d↑d↓ + *&�&)

+���� :&Q/ 0����� ��� )������� ���)���� �� �#������ �� ��������� ��� ��������& +!� ���� ��
��� ��������/ ��� �!� ����� -��� ��� ���������� ����� ��-�������& ���	�����
����� ��������
�
������ ������
��

0���� O������ 9���������� %��������� ����������

%(&' $ ���� ���������� �� ��� ���� d ��� a ������� ���$
���������� �� ��� �����&

��������

(δ + deltaeps)(nd − 1) + U/2(na − 1)2 + (δ −
deltaeps)(na − 1) + U/2(na − 1)2[
+
√

Γ
(
f †
0σdσ + f †

0σaσ + *&�&
)]

(&B6%#6#('& L�� U �� ������)� �!� ��!�� �� ������)� ��������

(δ + deltaeps)(nd − 1) + U/2(na − 1)2 + (δ −
deltaeps)(na − 1) − U/2(na − 1)2

��� 4������� !������ ������� ����� a ��� d& �������� ���
(δ + deltaeps)(nd − 1) + U/2(na − 1)2 + (δ −
deltaeps)(na − 1) + U/2(na − 1)2 + tad(d†σaσ + *&�&)

8�� 1!����$�������� ������� ����� a ��� d �������� 8��
(δ + deltaeps)(nd − 1) + U/2(na − 1)2 + (δ −
deltaeps)(na−1)+U/2(na−1)2+Uad(nd−1)(na−1)

+���� :&5/ 1��������& ���	�����
���� ���	 
���� 
�� ������� ��
���
 ����
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)&6 �����
������ ������	� ��������

#(�� 3����� �������� %������� �����

HSIAM

[
+

∑
i=L,R

√
Γ/2

(
f †
0σidσ + *&�&

)]
AC%66 �����
������ 	
������	�� ��������

&64A"? 3�������� ������ �!��� ���∑
i=a,b,d δ(ni − 1) + U/2(ni − 1)2 +

t′′
(
a†

σdσ + d†σbσ + *&�&
)[

+
√

Γ
(
f †
0σLaσ + f †

0σRbσ + *&�&
)]

+���� :&�6/ 1��������& ������
���� 
������
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�������� 9����������

��� '������� ������������ �� �������� �������������� �!�����������
�#��������� )����� 〈S2

z 〉 〈Sz〉2 ��� 〈Q〉 ������� ���� ������ !���
�������� ���&

������������� ��
 �����)���� ������� �� ] )���� ������� ������� ^ �����&
���� 1���������� �� �!� ������ �����������/

• �9�:D >% $ ������� ��� ���� ���� �������� ����� ��	��
����� �� +[6�

• ���D �4 $ 1���������� ���� �������� ������� ��� 0���$
G������� �������

������ +���������� ��������� �!����������� �#��������� )����� �� ��$
������ ���������

���� %� ���)� ��� ��� �!� ������ ����������� ����& '������ �� �!�
����������� !���)�� �!� -��� ������ �� �!� )���� �� �!� �����$
���� �������� �� ����� �� �!� ���������� -�� �!��! �� ����� ��
�������& +!�� -�� �� ���� �� ���������� ���!����� �� �!� ������� ��
��������� ������&

���� '���� -�� ��� ��
 ��������� ���������� �� 0��!��������
����	 3��������� ����� ������� ��������&
�������- 9�������� ����������� ���! �� ������� �����)�����&
����.A5�6.1����E���2.)����� 3������� ������� ������������� �� �������� )� �!��! ��� ��

�.�+�.� ��� ����� ������� �� ������ �.�+�.� ��� �!� ��������� ����
�� �!� ����������� ���$��$�������� ���������� �� �!� ��������

����>� �������� �� ��	��.� ��� ������� ���� ��������������&

• +F84[+6 $ ;���� �����������< �������� �������

• +F84[�+ $ -���� ����������� �������� �������

• +F84[90��
 $ �������� ������� ���������� ����� �������$
�����# ��


• +F84[���� $ ������� ���� ��������������

• ���� [ �R�2: ����	 ��� ��������� �����! �������

• ��� [ ��� ����!�� ��������

+���� :&��/ L����� -��� ��� �!��� ��������
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�� (��
�� ��� ������

%��������� ������ ��� �� �� ��-��� �� �������� �� ���������� �� ��������������& %� �!� )���
����� �!� ����� ��-������ �!���� ��-�� �!� ������ �� �������� ����� &%?)A# ��� �!� *����������
C& 3��� ������� *���������� ��-������� ��� �������� �� C* ��� C� �� ��������� �� �!�� C* �� �!�
������$�������� %������� ����� ��������� ����� ��� C� �� �!� �������� ���� ��������� !������
���� �!� �������� �� �!� �����& 9�E����� ������ ��� �!�� �� ��-��� �� ������ �� C* ��� C� ��
�� �)�������� �!��� ��-������� �������!��&
'� (#) �� (#)
% �������� ���� �� ���� �!� ������� ����#�� ���� �� ��� �� ��������� ����� ���� ��
�!�� �)��$����#�� ����� ���������� �� ��� ���������� ��� ���$����#�� ����� �� �!� ��!�� ����������
�� �!� ��������� ������� ��� �!���� �� �������� �!�� �!� ������� �������� ��� ���� �#��� ��� ��������
�!�� ��� ��������� ���! ������� �� �!� �������� !�������&
'� (#)
% �� "#
% �������� ���� �� ���� �!� ����$���!� �������������� ���� �� ��-��� ���! ����
�������& +!� ��������� !��� �� �!�� ��������� �� �!�� ���� ���������� �� ��������� �� �!� ��)�����
����& ��� �#����� �� ��������F !172D �12D �12D !1*2 G �!�� !172 �� ������ ���! !1*2 ���
�12 �� ������ ���! �12&

'� H�#(#%8
6 �� ��-��� �!� �������� ��)�� �� ������� �� ���! ����� ����� �� ����& +!� ��������
����� �� �!�� ���!�����������& ?���� �!�� �������! ������� �������� ��������� ��� �� ���������
���& ��� �#����� �!� *������ ����� �� �!� "���� ����� ��� �� ��-��� ����� � �12 ������� ���!
���� ��� ������ ��������� ��������� ��������� ��� �� �!�� ���� �!� ��� ������$��������� ������
���! ���� �� ��� ���� ������&
'� � ��� ��������� �� ���������� �� �!���� �� ����� �� �!� ���� ������ �!�� �� ��-��� �� �!�
��������� �� ��������& +!� ������� ���� �� �!�� ��� � ��� ��������� x � ���� ���! �� 0 +3

!�/��� �0���0 �!���� �� �����& *��� !�/��� �� ������ ����� �!� *���������� �� �������� ������
�!� ��
 ��������� �� ������� +!� ���-# �0��� �� ������ ������� �� �� ������������� ��������� ��
���! ��������� ��-��� �� ������� 1�0���2 �� �!� ���������� -�� �� �)��� ;����$����� ���������<&

��# (��
�� ��� ���
	��
�

%��������� ��������� ��� �� �� ��-��� �� -�� ����������� �� ���������� �� �����������������&
+!� ��-���� �������� �#��������� ��� �� �#������� ����� �!� ��������� �� �!� ������ ������������
����� �!� !����� ��������� �� �!� ���	 0��!������� ���	��� ���! �� ������ �������� ��� 
����	�����	� ���& 1������ �!� ������������� ��� �!� ������ �� �!� ���	��� ���	 ��� �������&
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i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � �

: : − 2
√

S(S+1)

2S+1

K : 1
2S+1

K K −1
J J �

��� Q′ = Q−1� S′ = S+
1
2

i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � �
: : $�
: K − 1

2S+1

K K − 2
√

S(S+1)

2S+1

J J 1

��� Q′ = Q − 1� S′ =
S − 1

2
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i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � 1

: : − 2
√

S(1+S)

1+2S

K : 1
1+2S

K K −1

J J − 2
√

S(1+S)

1+2S

I J 1
1+2S

I I −1
P P 1
H H 1
Q Q 1
5 5

√
1 − 1

S + 1
1
2+S

�6 5 − 1√
S(1+2S)

�6 �6 3+2Sq
(1+S)(1+2S)(3+2S)

S

�� �6 − 1√
(1+S)(1+2S)

�� �� 1

�: �: − 2
√

S(1+S)

1+2S

�K �: 1
1+2S

�K �K −1

�J �J − 2
√

S(1+S)

1+2S

�I �J 1
1+2S

�I �I −1
�P �P 1

��� Q′ = Q − 1� S′ = S + 1
2

i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � 1
: : −1
: K − 1

1+2S

K K − 2
√

S(1+S)

1+2S

J J −1
J I − 1

1+2S

I I − 2
√

S(1+S)

1+2S

P P 1
H H 1
Q Q 1
5 5 1
5 �6 1√

S(1+2S)

�6 �6 −1+S+2S2√
S(1+S)(−1+2S)(1+2S)

�6 �� 1√
(1+S)(1+2S)

�� ��
√

1 + 1
1+S − 2

1+2S

�: �: −1
�: �K − 1

1+2S

�K �K − 2
√

S(1+S)

1+2S

�J �J −1
�J �I − 1

1+2S

�I �I − 2
√

S(1+S)

1+2S

�P �P 1

��� Q′ = Q − 1� S′ = S − 1
2
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i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � �
: : 4S2+4S−1−1/S

2S+1

: K 1√
(S+1)(2S+1)

K : − 1√
S(2S+1)

K K S
√

2S+3√
S(S+1)(2S+1)

J J �

��� Q′ = Q� S′ = S

i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � �

: :
√

S(S+1)(2S+1)(2S+3)

1+3S+2S2

K : − 1√
(S+1)(2S+1)

K K �
J J �

��� Q′ = Q� S′ = S + 1

i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � �
: : �
: K 1√

S(2S+1)

K K
√

1 − 1
S + 2

2S+1

J J �

��� Q′ = Q� S′ = S − 1
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i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � 1

: :
√

−1− 1
S +4S+4S2

1+2S

: K 1√
(1+S)(1+2S)

K : − 1√
S(1+2S)

K K Sq
S(1+S)(1+2S)

3+2S

J J
√

−1− 1
S +4S+4S2

1+2S

J I 1√
(1+S)(1+2S)

I J − 1√
S(1+2S)

I I Sq
S(1+S)(1+2S)

3+2S

P P 1
H H 1
Q Q 1
5 5

√−1+S2

S

5 �6
√

1− 2
1+2S

S
�6 5 − 1

S

�6 �6 −1+S+S2

S(1+S)

�6 �� 1
1+S

�� �6 − 3+2S

(1+S)
√

3+4S(2+S)

�� ��
√

S(2+S)

1+S

�: �:
√

−1− 1
S +4S+4S2

1+2S

�: �K 1√
(1+S)(1+2S)

�K �: − 1√
S(1+2S)

�K �K Sq
S(1+S)(1+2S)

3+2S

�J �J
√

−1− 1
S +4S+4S2

1+2S

�J �I 1√
(1+S)(1+2S)

�I �J − 1√
S(1+2S)

�I �I Sq
S(1+S)(1+2S)

3+2S

�P �P 1

��� Q′ = Q� S′ = S

i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � 1
: : S(3+2S)√

S(1+S)(1+2S)(3+2S)

K : − 1√
(1+S)(1+2S)

K K 1
J J S(3+2S)√

S(1+S)(1+2S)(3+2S)

I J − 1√
(1+S)(1+2S)

I I 1
P P 1
H H 1
Q Q 1

5 5
√

−3+4S(1+S)

1+2S

�6 5 − 3+2S

(1+S)
√

3+4S(2+S)

�6 �6
√

S(2+S)

1+S

�� 5 1
1+3S+2S2

�� �6 − 1
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�: �: S(3+2S)√
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�K �: − 1√
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�K �K 1
�J �J S(3+2S)√
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�I �J − 1√
(1+S)(1+2S)

�I �I 1
�P �P 1

��� Q′ = Q� S′ = S + 1

i i′ C(QS, Q′S′, ii′)

� � 1
: : 1
: K 1√

S(1+2S)

K K
√

1 − 1
S + 1

1
2+S

J J 1
J I 1√

S(1+2S)

I I
√

1 − 1
S + 1

1
2+S

P P 1
H H 1
Q Q 1
5 5 1
5 �6 1

S
5 �� 1

S+2S2

�6 �6
√−1+S2

S

�6 ��
√

1− 2
1+2S

S
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√

−3+4S(1+S)

1+2S

�: �: 1
�: �K 1√

S(1+2S)

�K �K
√

1 − 1
S + 1

1
2+S

�J �J 1
�J �I 1√

S(1+2S)

�I �I
√

1 − 1
S + 1

1
2+S

�P �P 1

��� Q′ = Q� S′ = S − 1
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